1 Rachunek
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. Pojecie wektora losowego

. Wartat oczekiwana wektora losowego

Warunkowa wartst oczekiwana wektora losowego

. Macierz wariancji kowariancji wektora losowego

. Wilasnaci rozktadu normalnego, rozkladkf, rozktadu t i F.

Zadania: wlasnaci wartosci oczekiwanej i warianciji
POkaZé, zeCOV (Zlfi, Ij) =E (IZIJ) —E (Il) E (IJ)
Pokazg, ze j&li E (z;) = 0 to Var (z;) = E (2?)

)

Ktore z macierzy

13 2 13 2 111
A=[321|,B=[322|,Cc=|121
42 3 2 2 3 11 4

moga by macierzami kowariancji?

Pokaza, ze dla dowolnego wektora losowegpwektora nielosowegai macierzy
nielosowe|B

E(a+Be) = a+BE/(e)
Var(a+Be) = BVar(e) B

. Mamy wektor losowy, przy czymg (x) = { ; } , Var (x) = { ; g } Policz
wartcst oczekiwana i wariancjg = | ! 22 4 5
T+ X9 + 1

Mamy wektor losowyk = { il },przy CZymE (x) = { ; ],Var (x) = { ; g }
2
Policzye:
(a) odchylenie standardowe, x-
(b) wspodtczynnik korelacji miedzy,, -



9.
10.

(c) wartat oczekiwana i wariancje dla=y = 5 + x; + 225
Udowodng, ze dla dowolnej macierzy losowdy: E [tr (A)] = tr [E (A)]

Zalemy, zeE (z) > 0. Jaka jest relacja miedzy (z) i E (1)?
Podpowiedz wykorzystaj twierdzenie Jensena.

Zatlemy,zey i x sa zmiennymi losowymi, czemu réwne j@( %} x)?

Wiemy,zeE (z) = 2 orazE (y|z) = 1 + 22. Czemu réwne jest (y)?

2 Wiasndasci rozkladu normalnego

1.
2.

Jaki rozktad mar = a + Be, jeSlie ~ N (u, ¥)?

Pokaza, ze dlak-wymiarowego wektora losowego~ N (0, ) forma kwadra-
towae'¥ e ~ x3?

1 111
. Mamy wektor losowy ~N (u, X)), gdziey = [ 3 ] , x=11 2 1 ] . Jaki
2 1 1 2
rozktad ma zmienna losowa= x; + 2z, + x3?
. 2 5 3 ,
Mamy wektor losowege ~N (u, X)), gdziey = { 5 } = 3 9 } Pokaza,

1 — T — 1
—x1 + 229+ 4
(1 — a9 — 1)2 + (—x1 + 29 —1—4)2 ~ X3.

ze wektorv = [ } ma rozktadv ~ N (0,I). Udowodng, ze

Pokazé ten sam wynik przy zyciu faktu,ze =~z = [ _11 _21 }

*)

(a) Pokazé, dla macierzy idempotent®jl wartosci wkasne sa rowne lub 1.
Jaka forme bedzie miata maciekav dekompozycji spektraindyf = CAC’

(b) Jaki rozktad m&Ce jesli CC' =T ae ~ N (0,0%1)

(c) Pokaza, ze dla macierzy idempotentnej rzad macierzy jest rowng|pgj-
owi

(d) Pokaza,ze dlan-wymiarowego wektora losowego~ N (0, o’l ) i dowol-
nej macierzy idempotentndjl rzeduk forma kwadratowé%rv X;
Podpowiedz skorzystaj z punktu 5a.

2



6. ()

(a) Pokazd, zex —x = x (I — 111') i macierzl — 111’ jest macierza idem-
potentna rzedw — 1

(b) Pokaza, ze dlan-wymiarowego wektora losowego ~ N (0, o*I) suma
0_12 Z?:l (zi — T)Q ~Xi
Podpowiedz wykorzystaj wynik z punktu (5d).

(c) (*) Pokaz&, zex i x — X sa nieskorelowane. Zamy,zex ~ N (0,01
ma rozkiad normalny. Pokazaze w tym przypadk® i >, (z; — T)? =
(x —X)' (x — X) sa niezalene.

(d) Poka,zeze dlan-wymiarowego wektora logpwego~ N (0, o 1) staystyka

— . n —\2
Z_~t, a5 ~F(1,n—1),gdzies? = izl

\/s_% n—1
PodpowiedzWykorzystaj wynik z punktow (6c i 6b).

3 Statystyka

Pojecie estymatora
Nieobcigondt estymatora
Wariancja estymatora i efektywsm

Przedziaty ufnsci

o > w0 npoPRE

Testowanie hipotez statystycznych, wadikrytyczne i wart&cip

3.1 Zadania
1. Pokaza, ze jeli mamy dwa estymato@ i @ wektora parametrow o warianc-
jachX i X ird6znicaX — X jest dodatnio okr&ona, to dla kadegod # 0
Var (5’5) > Var <(5’5)

2. Mamy zmienne losowg, i y, takie,zeE (y1) = 0, E (y2) = %9, Var (y;) = 302,

Var (y2) = 02, Cov (y1,y2) = 0.

(&) pod& warunek jaki musza spehiia; i a,, by estymator Iiniowﬁ = a1y +
asy, byt nieobcigony



(b) poda& jakie powinny by a; i ay, by estymator Iiniowy@ miat najnizsza
wariancje i byt nieobciaony
(c) dlay, i y, majacych rozktad normalny podaozktad estymatoré

3. Mamyn wymiarowy wektorx. Elementy tego wektora maja te sama watto
oczekiwanau i wariancjes? oraz sa nieskorelowane.

() Podé post& macierzy wariancji kowariancj

(b) Udowodn€, zez = 1 Y"" | z; jest nieobcigonym estymatorem

(c) Pokaza, ze wariancjar maleje, gdyN roSnie

(d) (*) Pokaz&, ze estymatow? postacis® = 15"  (z; —7)” jest nieob-
ciazony
Podpowiedz: mozesz wykorzystafakt, ze >0 (z; —7)° = S0, a2 —
nT? | E(rix;) = Cov(zw;) + E(2:)E(z;), (X0, a)" = Y1, af +
(n—1) Zi;éj a;a;

4. Mamy estymato@ parametrw i oszacowanie jego btedu standardowegc@).
Wiemy, 'ze% ~ ts gdzies jest liczba obserwaciji. DId = 1, se <§) = 0.5,
s =10

(a) zbudowa 95% przedziat ufnéci diad

(b) co sie stanie z przedziatem uBt jesli zamiast przedziatd5% policzymy
przedzialo0%?

(c) co sie najprawdopodobniej stanie z przedziatem won@sli zwiekszy sie
liczba obserwac;ji?

(d) zweryfikowa hipoteze Hy = 0 dlaa = 0.05
Podpowiedz: wartast dystrybuanty o (2) = 0.07



