
1 Rachunek

1. Pojęcie wektora losowego

2. Wartósć oczekiwana wektora losowego

3. Warunkowa wartósć oczekiwana wektora losowego

4. Macierz wariancji kowariancji wektora losowego

5. Własnósci rozkładu normalnego, rozkładuχ2, rozkładu t i F .

1.1 Zadania: własnósci wartości oczekiwanej i wariancji

1. Pokazác, żeCov (xi, xj) = E (xixj)− E (xi) E (xj)

2. Pokazác, że jésli E (xi) = 0 to Var (xi) = E (x2
i )

3. Które z macierzy

A =




1 3 2
3 2 1
4 2 3


 , B =




1 3 2
3 2 2
2 2 3


 ,C =




1 1 1
1 2 1
1 1 4




mogą býc macierzami kowariancji?

4. Pokazác, że dla dowolnego wektora losowegoε, wektora nielosowegoa i macierzy
nielosowejB

E (a + Bε) = a + BE (ε)

Var (a + Bε) = BVar (ε)B′

5. Mamy wektor losowyx, przy czymE (x) =

[
1
2

]
, Var (x) =

[
1 2
2 5

]
. Policz

wartósć oczekiwaną i wariancjęy =

[
x1 + 2x2 + 5
x1 + x2 + 1

]
.

6. Mamy wektor losowyx =

[
x1

x2

]
, przy czymE (x) =

[
1
2

]
, Var (x) =

[
1 2
2 5

]
.

Policzýc:

(a) odchylenie standardowex1, x2

(b) współczynnik korelacji międzyx1, x2
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(c) wartósć oczekiwaną i wariancję dlay = y = 5 + x1 + 2x2

7. Udowodníc, że dla dowolnej macierzy losowejA: E [tr (A)] = tr [E (A)]

8. Załó̇zmy, żeE (x) > 0. Jaka jest relacja międzyE (x) i E
(

1
x

)
?

Podpowiedź: wykorzystaj twierdzenie Jensena.

9. Załó̇zmy, żey i x są zmiennymi losowymi, czemu równe jestE
(

y
x

∣∣x
)
?

10. Wiemy,żeE (x) = 2 orazE (y|x) = 1 + 2x. Czemu równe jestE (y)?

2 Własnósci rozkładu normalnego

1. Jaki rozkład mav = a + Bε, jeśli ε ∼ N (µ,Σ)?

2. Pokazác, że dlak-wymiarowego wektora losowegoε ∼ N (0,Σ) forma kwadra-
towaε′Σ−1ε ∼ χ2

k

3. Mamy wektor losowyx ∼N (µ,Σ) , gdzieµ =




1
3
2


 , Σ =




1 1 1
1 2 1
1 1 2


. Jaki

rozkład ma zmienna losowav = x1 + 2x2 + x3?

4. Mamy wektor losowegox ∼N (µ,Σ) , gdzieµ =

[
2
3

]
, Σ =

[
5 3
3 2

]
. Pokazác,

że wektorv =

[
x1 − x2 − 1
−x1 + 2x2 + 4

]
ma rozkładv ∼ N (0, I). Udowodníc, że

(x1 − x2 − 1)2 + (−x1 + 2x2 + 4)2 ∼ χ2
2.

Pokazác ten sam wynik przy u̇zyciu faktu,żeΣ− 1
2 =

[
1 −1
−1 2

]

5. (*)

(a) Pokazác, dla macierzy idempotentejM wartósci własne są równe0 lub 1.
Jaka formę będzie miała macierzΛ w dekompozycji spektralnejM = CΛC′

(b) Jaki rozkład maCε jeśli CC′ = I aε ∼ N
(
0, σ2I

)

(c) Pokazác, że dla macierzy idempotentnej rząd macierzy jest równy jejślad-
owi

(d) Pokazác, że dlan-wymiarowego wektora losowegoε ∼ N
(
0,σ2I

)
i dowol-

nej macierzy idempotentnejM rzęduk forma kwadratowaε
′Mε
σ2 ∼ χ2

k

Podpowiedź: skorzystaj z punktu 5a.
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6. (*)

(a) Pokazác, żex − x = x
(
I− 1

n
11′

)
i macierzI − 1

n
11′ jest macierzą idem-

potentną rzędun− 1

(b) Pokazác, że dlan-wymiarowego wektora losowegox ∼ N (0,σ2I) suma
1
σ2

∑n
i=1 (xi − x)2 ∼ χ2

n−1

Podpowiedź: wykorzystaj wynik z punktu (5d).

(c) (*) Pokazác, żex i x − x są nieskorelowane. Założmy, żex ∼ N (0,σ2I)
ma rozkład normalny. Pokazać, że w tym przypadkux i

∑n
i=1 (xi − x)2 =

(x− x)′ (x− x) są niezalėzne.

(d) Pokȧz, żeże dlan-wymiarowego wektora losowegox ∼ N (0,σ2I) staystyka
x√
s2
x

∼ tn−1 a x2

s2
x
∼ F (1, n− 1), gdzies2

x =
Pn

i=1(xi−x)2

n−1

Podpowiedź:Wykorzystaj wynik z punktów (6c i 6b).

3 Statystyka

1. Pojęcie estymatora

2. Nieobcią̇zonósć estymatora

3. Wariancja estymatora i efektywność

4. Przedziały ufnósci

5. Testowanie hipotez statystycznych, wartości krytyczne i wartóscip

3.1 Zadania

1. Pokazác, że jésli mamy dwa estymatorŷθ i θ̃ wektora parametrówθ o warianc-
jachΣ̃ i Σ̂ i różnicaΣ̂− Σ̃ jest dodatnio okréslona, to dla kȧzdegoδ 6= 0

Var
(
δ′θ̂

)
> Var

(
δ′θ̃

)

2. Mamy zmienne losowey1 i y2 takie,żeE (y1) = θ, E (y2) = 1
2
θ, Var (y1) = 3σ2,

Var (y2) = σ2, Cov (y1, y2) = σ2.

(a) podác warunek jaki muszą spełniać a1 i a2, by estymator liniowŷθ = a1y1+
a2y2 był nieobcią̇zony
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(b) podác jakie powinny býc a1 i a2, by estymator liniowŷθ miał najni̇zszą
wariancję i był nieobcią̇zony

(c) dlay1 i y2 mających rozkład normalny podać rozkład estymatorâθ

3. Mamy n wymiarowy wektorx. Elementy tego wektora mają tę samą wartość
oczekiwanąµ i wariancjęσ2 oraz są nieskorelowane.

(a) Podác postác macierzy wariancji kowariancjix

(b) Udowodníc, żex = 1
n

∑n
i=1 xi jest nieobcią̇zonym estymatoremµ

(c) Pokazác, że wariancjax maleje, gdyN rośnie

(d) (*) Pokazác, że estymatorσ2 postacis2 = 1
n

∑n
i=1 (xi − x)2 jest nieob-

ciążony

Podpowiedź: możesz wykorzystác fakt, że
∑n

i=1 (xi − x)2 =
∑n

i=1 x2
i −

nx2 , E (xixj) = Cov (xixj) + E (xi) E (xj), (
∑n

i=1 ai)
2

=
∑n

i=1 a2
i +

(n− 1)
∑

i6=j aiaj

4. Mamy estymator̂θ parametruθ i oszacowanie jego błędu standardowegose
(
θ̂
)

.

Wiemy, że
bθ−θ

se(bθ) ∼ ts gdzies jest liczbą obserwacji. Dlâθ = 1, se
(
θ̂
)

= 0.5,

s = 10

(a) zbudowác 95% przedział ufnósci dlaθ̂

(b) co się stanie z przedziałem ufności jésli zamiast przedziału95% policzymy
przedział90%?

(c) co sie najprawdopodobniej stanie z przedziałem ufoności jésli zwiększy się
liczba obserwacji?

(d) zweryfikowác hipotezę,H0 = 0 dlaα = 0.05

Podpowiedź:wartósć dystrybuantyt10 (2) = 0.07
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