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Podstawy Wprowadzenie
Zatozenia

Logarytm funkcji wiarogodnosci

e Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci (MNW) jest bardziej
uniwersalng niz MNK metoda szacowania wartosci nieznanych
parametréw

o Wymaga spetnienia zatozen, ktére s mniej restrykcyjne niz
zatozenia MNK

@ Dzieki temu MNW moze by¢ wykorzystywana do estymacji
szerszej klasy modeli ekonometrycznych
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nia
tm funkcji wiarogodnosci

Wiarogodnos¢

Wiarogodno$¢ jest to funkcja © — R:

L(O) = F(0,%1, ..., xn) = fa(x1, .., %n)
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Wiarogodnos¢

Wiarogodno$¢ jest to funkcja © — R:

L(O) = F(0,%1, ..., xn) = fa(x1, .., %n)

o W praktyce bedziemy dysponowali préba n obserwacji.
Kluczowym zatozeniem jest znajomo$¢ postaci funkcji f(+)
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Estymator Metody Najwiekszej Wiarogodnosci

Estymatorem Metody Najwiekszej Wiarogodnosci (MNW) dla
wektora nieznanych parametréw 6, szacowanym na podstawie
wartosci zmiennej zaleznej y i wartosci zmiennych niezaleznych X,

nazywamy
0 = argmax fy(y, X)
0cO
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Estymator Metody Najwiekszej Wiarogodnosci

Estymatorem Metody Najwiekszej Wiarogodnosci (MNW) dla
wektora nieznanych parametréw 6, szacowanym na podstawie
wartosci zmiennej zaleznej y i wartosci zmiennych niezaleznych X,

nazywamy
0 = argmax fy(y, X)
0cO

e f(-) nazywamy taczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa
lub funkcja wiarogodnosci
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Podstawy Wprowadzenie
Zatozenia

Logarytm funkcji wiarogodnosci

Estymator Metody Najwiekszej Wiarogodnosci

Estymatorem Metody Najwiekszej Wiarogodnosci (MNW) dla
wektora nieznanych parametréw 6, szacowanym na podstawie
wartosci zmiennej zaleznej y i wartosci zmiennych niezaleznych X,

nazywamy
0 = argmax fy(y, X)
0cO

e f(-) nazywamy taczna funkcja gestosci prawdopodobienstwa
lub funkcja wiarogodnosci

@ Metoda polega na wybraniu takiej wartosci parametru 6, ktéry
maksymalizuje f(-) dla zaobserwowanych wartosci y oraz X
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Q Niezalezno$¢ obserwacji (losowo$¢ préby)
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Logarytm funkgji wiarogodnosci

Q Niezalezno$¢ obserwacji (losowo$¢ préby)

@ Identyfikowalnos¢ parametréw
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Logarytm funkgji wiarogodnosci

Q Niezalezno$¢ obserwacji (losowo$¢ préby)
@ Identyfikowalnos¢ parametréw

© Staba egzogenicznosé
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Podstawy Wprowadzenie
Zatozenia

Logarytm funkgji wiarogodnosci

Q Niezalezno$¢ obserwacji (losowo$¢ préby)
@ Identyfikowalnos¢ parametréw
© Staba egzogenicznosé

@ Znajomos$¢ postaci funkeji wiarodognosci
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Logarytm funkcji wiarogodnosci

Niezaleznos$¢ obserwacji

@ W przypadku danych przekrojowych jest réwnowazna
losowosci proby
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Niezaleznos$¢ obserwacji

@ W przypadku danych przekrojowych jest réwnowazna
losowosci proby

o Jezeli proba przekrojowa nie jest losowa wymagane s3
dodatkowe zafozenia
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Niezaleznos$¢ obserwacji

@ W przypadku danych przekrojowych jest réwnowazna
losowosci proby

o Jezeli proba przekrojowa nie jest losowa wymagane s3
dodatkowe zafozenia

o W przypadku danych czasowych zazwyczaj nie da sie
utrzymacé zatozenia o losowosci préby
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Logarytm funkcji wiarogodnosci

Niezaleznos$¢ obserwacji

@ W przypadku danych przekrojowych jest réwnowazna
losowosci proby

o Jezeli proba przekrojowa nie jest losowa wymagane s3
dodatkowe zafozenia

o W przypadku danych czasowych zazwyczaj nie da sie
utrzymacé zatozenia o losowosci préby

o Jednak, w praktyce, zatozenie o niezaleznosci komplikuje
jedynie dowody wtasnosci estymatordéw
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Niezaleznos$¢ obserwacji

@ Przy spetnionym zatozeniu o niezaleznosci funkcje
wiarogodnosci mozna zapisa¢ jako

Lo(y|X) = fo(y|X) = fo(y| X1, ..., Xn) = _H fa(yi| X:)
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Niezaleznos$¢ obserwacji

@ Przy spetnionym zatozeniu o niezaleznosci funkcje
wiarogodnosci mozna zapisa¢ jako

Lo(y|X) = fo(y|X) = fo(y| X1, ..., Xn) = _H fa(yi| X:)

@ Zatem taczna funkcja gestosci jest iloczynem funkcji gestosci
dla pojedynczych obserwacji
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Identyfikowalno$¢ parametréow

o Kazdy z parametréw modelu powinien w odmienny sposéb
wptywad na prawdopodobiefnstwo zaobserwowania préby
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Identyfikowalno$¢ parametréow

o Kazdy z parametréw modelu powinien w odmienny sposéb
wptywad na prawdopodobiefnstwo zaobserwowania préby

o Dzieki tej wtasnosci mozna uzyskaé oddzielne oszacowanie dla
kazdego nieznanego parametru
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Identyfikowalno$¢ parametréow

o Kazdy z parametréw modelu powinien w odmienny sposéb
wptywad na prawdopodobiefnstwo zaobserwowania préby

o Dzieki tej wtasnosci mozna uzyskaé oddzielne oszacowanie dla
kazdego nieznanego parametru

Identyfikowalnos¢

Niech 6y bedzie prawdziwa wielkoscig wektora parametréw 6.
Woéwczas istnieje taki zbiér danych, ze

= (y,X) V‘g?éeo . LGO(va) 7é L@(Xv}/)
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Identyfikowalno$¢ parametréow

@ W otoczeniu punktu 6y funkcja wiarogodnosci nie moze byé
lokalnie ptaska
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Identyfikowalno$¢ parametréow

@ W otoczeniu punktu 6y funkcja wiarogodnosci nie moze byé
lokalnie ptaska

e Prawdopodobienstwo zaobserwowania préby (X,y) dla wektora
parametréw 6 i dla wektora parametréw 6 powinno by¢ rézne
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Identyfikowalno$¢ parametréow

@ W otoczeniu punktu 6y funkcja wiarogodnosci nie moze byé
lokalnie ptaska

e Prawdopodobienstwo zaobserwowania préby (X,y) dla wektora
parametréw 6 i dla wektora parametréw 6 powinno by¢ rézne

@ Inaczej méwigc maksimum funkcji wiarogodnosci powinno by¢
jednoznacznie okreslone
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Przypuéé¢my, ze obserwujemy zmienng losowa

=0 ,-*<0
)/i:{y Y

=1 yesq Bddeyi ~ N(p,a?)
1
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Przypuéé¢my, ze obserwujemy zmienng losowa

=0 ,-*<0
yl_:{y Y,

=1 yesq Bddeyi ~ N(u,0?)
1

@ Zmienng nieobserwowang y; nazywamy zmienng ukryta
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Przypuéé¢my, ze obserwujemy zmienng losowa

=0 ,-*<0
)/i:{y Y

=1 yesq Bddeyi ~ N(p,a?)
1

@ Zmienng nieobserwowang y; nazywamy zmienng ukryta

@ Celem jest oszacowanie wartosci parametréw rozktadu
zmiennej ukrytej
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Przypuéé¢my, ze obserwujemy zmienng losowa

=0 ,-*<0
)/i:{y Y

=1 yesq Bddeyi ~ N(p,a?)
1

@ Zmienng nieobserwowang y; nazywamy zmienng ukryta
@ Celem jest oszacowanie wartosci parametréw rozktadu
zmiennej ukrytej

o Wiemy, ze

Pr(yi = 0) = Pr(y; < 0) = &(%)

g

=1 i >0 -1-0(8)

g
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Niech w prébie jest ny obserwacji dla ktérych y; = 0, oraz nm;
obserwacji dla ktérych y; =1
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Niech w prébie jest ny obserwacji dla ktérych y; = 0, oraz nm;
obserwacji dla ktérych y; =1

@ Wodwczas funkcja wiarogodnosci ma postac

I
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Niech w prébie jest ny obserwacji dla ktérych y; = 0, oraz nm;
obserwacji dla ktérych y; =1

@ Wodwczas funkcja wiarogodnosci ma postac

I

o Ale potézmy p* = apg oraz o* = aog dla dowolnego o > 0.
Woéwczas

m

L(u*,0%) = [cb(a“o)] K [1 - cb(a“(’ﬂ — Ly, o)

aog Qo
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Identyfikowalnos¢ parametréw - przyktad

o Niech w prébie jest ny obserwacji dla ktérych y; = 0, oraz nm;
obserwacji dla ktérych y; =1

@ Wodwczas funkcja wiarogodnosci ma postac

I

o Ale potézmy p* = apg oraz o* = aog dla dowolnego o > 0.
Woéwczas

m

L(u*,0%) = [cb(a“o)] K [1 - ¢(‘”‘°)} — Ly, o)

aog Qo

@ Zatem funkcja nie posiada jednoznacznie wyznaczonego
maksimum
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Staba egzogenicznos¢

@ Staba egzogeniczno$¢ w MNK utozsamialismy z
nieskorelowaniem obserwacji z rownoczesnym btedem losowym
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Staba egzogenicznos¢

@ Staba egzogeniczno$¢ w MNK utozsamialismy z
nieskorelowaniem obserwacji z rownoczesnym btedem losowym

@ Zatézmy, ze wektor parametréw 6 mozna separowac na dwie
czesci 0 = (O, V)
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Staba egzogenicznos¢

@ Staba egzogeniczno$¢ w MNK utozsamialismy z
nieskorelowaniem obserwacji z rownoczesnym btedem losowym

@ Zatézmy, ze wektor parametréw 6 mozna separowac na dwie
czesci 0 = (O, V)

o Zatdézmy, ze te czesci sg niepowiazane, czyli ¢ € ¢, ¢ € V to
fedxV
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egzogenicznos$é

@ Staba egzogeniczno$¢ w MNK utozsamialismy z
nieskorelowaniem obserwacji z rownoczesnym btedem losowym

@ Zatézmy, ze wektor parametréw 6 mozna separowac na dwie
czesci 0 = (O, V)

o Zatdézmy, ze te czesci sg niepowiazane, czyli ¢ € ¢, ¢ € V to
fedxVv

Staba egzogenicznosé

Moéwimy, ze X jest stabo egzogeniczne wzgledem wektora
parametrow W jezeli taczng funkcje gestosci mozna nastepujaco
dekomponowad

fo(y, X) = fo(y, X)fu(X)
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Staba egzogenicznos¢

e Funkcja fy(X) opisuje prawdopodobieristwo zaobserwowania
wartosci zmiennych egzogenicznych i nie ma wptywu na
prawdopodobiefstwo zaobserwowania konkretnych wartosci
parametréw modelu
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Staba egzogenicznos¢

e Funkcja fy(X) opisuje prawdopodobieristwo zaobserwowania
wartosci zmiennych egzogenicznych i nie ma wptywu na
prawdopodobiefstwo zaobserwowania konkretnych wartosci
parametréw modelu

@ Zatem
max foly,X) = max (v, X)+ max (X)
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egzogenicznos$é

e Funkcja fy(X) opisuje prawdopodobieristwo zaobserwowania
wartosci zmiennych egzogenicznych i nie ma wptywu na
prawdopodobiefstwo zaobserwowania konkretnych wartosci
parametréw modelu

@ Zatem
max foly,X) = max (v, X)+ max (X)

@ Wiec estymator MNW mozna obliczy¢ jako sume dwdch
oszacowan
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egzogenicznos$é

e Funkcja fy(X) opisuje prawdopodobieristwo zaobserwowania
wartosci zmiennych egzogenicznych i nie ma wptywu na
prawdopodobiefstwo zaobserwowania konkretnych wartosci
parametréw modelu

@ Zatem

max foly,X) = max (v, X)+ max (X)

@ Wiec estymator MNW mozna obliczy¢ jako sume dwdch
oszacowan

@ Whniosek: Warto$¢ parametru ¢ mozna oszacowaé na
podstawie warunkowej funkcji gestosci fo(y|X)
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Logarytm funkcji wiarogodnosci

e W praktyce zamiast funkcji wiarogodnosci L(6) postugujemy
sie logarytmem funkcji wiarogodnocci 4(6)

Metoda najwiekszej wiarogodnosci



Podstawy Wprowadzenie
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Logarytm funkcji wiarogodnosci

e W praktyce zamiast funkcji wiarogodnosci L(6) postugujemy
sie logarytmem funkcji wiarogodnocci 4(6)

@ Jest to uprawnione, poniewaz nie interesuje nas warto$¢
funkgcji, a wielko$¢ oszacowan nieznanych parametréw
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Logarytm funkcji wiarogodnosci

e W praktyce zamiast funkcji wiarogodnosci L(6) postugujemy
sie logarytmem funkcji wiarogodnocci 4(6)

@ Jest to uprawnione, poniewaz nie interesuje nas warto$¢
funkgcji, a wielko$¢ oszacowan nieznanych parametréw

@ Logarytm jako monotoniczna transformacja zachowuje
ekstrema
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Logarytm funkcji wiarogodnosci

e W praktyce zamiast funkcji wiarogodnosci L(6) postugujemy
sie logarytmem funkcji wiarogodnocci 4(6)

@ Jest to uprawnione, poniewaz nie interesuje nas warto$¢
funkgcji, a wielko$¢ oszacowan nieznanych parametréw

@ Logarytm jako monotoniczna transformacja zachowuje
ekstrema

o Jezeli obserwacje s3 niezalezne to logarytm funkcji
wiarogodnosci dany jest przez

N N
to(y1X) = [T folyilx) = > Info(yilxi) = S Ine(y|X;0)
i=1 i=1
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Zatoz

Logarytm funkcji wiarogodnosci

W praktyce zamiast funkcji wiarogodnosci L(6) postugujemy
sie logarytmem funkcji wiarogodnocci 4(6)

@ Jest to uprawnione, poniewaz nie interesuje nas warto$¢
funkgcji, a wielko$¢ oszacowan nieznanych parametréw

@ Logarytm jako monotoniczna transformacja zachowuje
ekstrema

o Jezeli obserwacje s3 niezalezne to logarytm funkcji
wiarogodnosci dany jest przez

N N
to(y1X) = [T folyilx) = > Info(yilxi) = S Ine(y|X;0)
i=1 i=1

@ Logarytm funkcji gestosci jest suma logarytméw warunkowych
gestosci dla poszczegdlnych obserwacji
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Wyznaczanie estymatoréw MNW
Wtasnosci estymatoréw MNW

Estymatory MNW

@ Estymatory MNW wyznacza sie maksymalizujac funkcje
wiarogodnosci korzystajac z warunkéw pierwszego i drugiego
rzedu na istnienie ekstremum funkgji
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Wyznaczanie estymatoréw MNW
Wtasnosci estymatoréw MNW

Estymatory MNW

@ Estymatory MNW wyznacza sie maksymalizujac funkcje
wiarogodnosci korzystajac z warunkéw pierwszego i drugiego
rzedu na istnienie ekstremum funkgji

@ Pewien problem moze stanowi¢ brak rozwigzan analitycznych
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Estymatory MNW Wyznaczanie estymatoréw MNW

Wtasnosci estymatoréw MNW

@ Estymatory MNW wyznacza sie maksymalizujac funkcje
wiarogodnosci korzystajac z warunkéw pierwszego i drugiego
rzedu na istnienie ekstremum funkgji

@ Pewien problem moze stanowi¢ brak rozwigzan analitycznych

@ Dla programéw komputerowych nie stanowi to problemu, gdyz
one znajduja pochodne w sposéb numeryczny
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad

@ /najdz estymatory MNW dla parametréw KMRL
yi=XiB+ei e ~ N(0,0°)
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad

@ /najdz estymatory MNW dla parametréw KMRL
yi=XiB+ei e ~ N(0,0°)
o Z zatozeh modelu wynika, ze

y;|X,' ~ N(X,'ﬂ, 0'2)
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad

@ Znajdz estymatory MNW dla parametréw KMRL
yi=XiB+ei e ~ N(0,0°)
o Z zatozeh modelu wynika, ze
yilxi ~ N(xi8,07)

@ Wiec funkcja gestosci dla pojedynczej obserwacji jest dana
przez

1 (v — XiB)?
f5 02(vilxi) = -
52 Yilxi) = Zom=s exp ( 5,2 )
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Whtasnosci estymatoréow MNW

Przyktad

@ Znajdz estymatory MNW dla parametréw KMRL
yi=XiB+ei e ~ N(0,0°)
o Z zatozeh modelu wynika, ze
yilxi ~ N(xi8,07)

@ Wiec funkcja gestosci dla pojedynczej obserwacji jest dana
przez

1 (y — X;B3)?
52 Yilxi) = Zom=s exp ( 5,2 )

@ Zatem funkcja wiarogodnosci ma postac

1803 = [ =] e (= 52y = X8) (v = X9))
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad - cd

@ A logarytm funkcji wiarogodnoéci

Up,0%) =3 |n(2”) In(0?) — 7()/ XiB) (v — XiB)
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad - cd

@ A logarytm funkcji wiarogodnoéci

(5,0%) = 5 1n(2M) ~ 2n(0?) ~ 55y ~ XiB) (v — Xi6)
@ Zatem warunkl pierwszego rzqdu dane s3 przez
oB,0%) 1
ap 20
oL, 0?) nl 1

992 :_Eﬁ_ﬁ(y XiB)'(y = Xif) =0

—5(2X'XB —2X'y) =
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Whtasnosci estymatoréow MNW

Przyktad - cd

@ A logarytm funkcji wiarogodnosci
n n 1
0(B,0%) = =5 In(2M) = ZIn(0*) = 55y = XiB) (v — Xif3)
2 2 20
@ Zatem warunki pierwszego rzedu dane s3 przez
oup, o) _ _ 1
o3 202
oL, 0?) nl 1 ,
e Uwaga: warunki drugiego rzedu wyprowadzimy pdzniej

(2X'XB—2X'y) =0
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Whtasnosci estymatoréow MNW

Przyktad - cd

@ A logarytm funkcji wiarogodnosci
n n 1
0(B,0%) = =5 In(2M) = ZIn(0*) = 55y = XiB) (v — Xif3)
2 2 20
@ Zatem warunki pierwszego rzedu dane s3 przez
(%(ﬁ,JQ) B 1
o3 202
oL, 0?) nl 1 ,
e Uwaga: warunki drugiego rzedu wyprowadzimy pdzniej
o Wynika z tego, ze

(2X'XB—2X'y) =0

f=(X'X)"X'y
= %(y — XiB) (y — XiB) =

Metoda najwiekszej wiarogodnosci
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad - cd

o WNIOSEK: estymator MNW dla parametru 0 ma taka samg
postac jak estymator MNK; estymatory dla wariancji réznig sie
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wtasnosci estymatoréw MNW

Przyktad - cd

o WNIOSEK: estymator MNW dla parametru 0 ma taka samg
postac jak estymator MNK; estymatory dla wariancji réznig sie

@ Obliczmy warto$¢ oczekiwang estymatora MNW dla wariangji

~ e, n—k n—k 5 nooo
E(Uz):E(T): - E(s?) = - o2 " 52
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Whtasnosci estymatoréow MNW

Przyktad - cd

o WNIOSEK: estymator MNW dla parametru 0 ma taka samg
postac jak estymator MNK; estymatory dla wariancji réznig sie

@ Obliczmy warto$¢ oczekiwang estymatora MNW dla wariangji
ee n—k

E(0) = E(—) =~ —E(s) = —

n—k n—o00

@ Zatem estymator MWN dla wariancji jest zgodny, ale
obcigzony w matych prébach
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/ E ie e E w MNW
Estymatory MNW Wyznaczanie estymatoréw MNW

Whtasnosci estymatoréow MNW

Q@ Zgodnosc
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/ aczanie e E w MNW
Estymatory MNW Wyznaczanie estymatoréw MNW

Whtasnosci estymatoréow MNW

Q@ Zgodnosc

@ Asymptotyczna normalnosé
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/ aczanie e E w MNW
Estymatory MNW Wyznaczanie estymatoréw MNW

Whtasnosci estymatoréow MNW

Q@ Zgodnosc
@ Asymptotyczna normalnosé

© Asymptotyczna efektywnosé

Metoda najwiekszej wiarogodnosci



Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Zgodnosc

Zgodnos¢

Estymator nazywamy zgodnym, gdy

V6 >0 lim Pr(jd—0] <é) =1
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Zgodnosc

Zgodnos¢
Estymator nazywamy zgodnym, gdy

V6 >0 lim Pr(jd—0] <é) =1

@ Inaczej méwiac estymator dazy wedtug prawdopodobienstwa
do prawdziwej wartosci parametru, co zapisujemy

0L 0 pliméz@
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Zgodnosc

Zgodnos¢
Estymator nazywamy zgodnym, gdy

V6 >0 lim Pr(jd—0] <é) =1

@ Inaczej méwiac estymator dazy wedtug prawdopodobienstwa
do prawdziwej wartosci parametru, co zapisujemy

0L 0 pliméz@

@ Estymator nazywamy zgodnym, gdy warto$¢ oszacowania
parametru zbiega do prawdziwej wartosci estymatora

Metoda najwiekszej wiarogodnosci



Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Zgodnosc

Zgodnos¢
Estymator nazywamy zgodnym, gdy

V6 >0 lim Pr(jd—0] <é) =1

@ Inaczej méwiac estymator dazy wedtug prawdopodobienstwa
do prawdziwej wartosci parametru, co zapisujemy

0L 0 plim =10
@ Estymator nazywamy zgodnym, gdy warto$¢ oszacowania
parametru zbiega do prawdziwej wartosci estymatora
o Bardzie potocznym jezykiem: jezeli liczebno$é préby rosnie to
réznica miedzy wartoscig estymatora a prawdziwg wartoscia
parametru jest nieskonczenie bliska 0
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnosé

e Graniczny (asymptotyczny) rozktad estymatora to rozktad
normalny

V(8 —6) 2 N (0,174(8))
gdzie

0= fin 0] o0 - o 7] - [ )

N—oo

jest macierzg informacyjng Fishera
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnosé

@ Macierz informacyjna jest réwna wariancji gradientu
logarytmu funkcji wiarogodnosci

Metoda najwiekszej wiarogodnosci



Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnosé

@ Macierz informacyjna jest réwna wariancji gradientu
logarytmu funkcji wiarogodnosci

@ lub minus wartosci oczekiwanej jej Hessianu

Metoda najwiekszej wiarogodnosci



Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

@ Znajdziemy gradient i Hessian dla KMRL
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

@ Znajdziemy gradient i Hessian dla KMRL

o Gradient jest réwny

03, o 1 1
(8/8) = _ﬁ(2X/Xﬁ - 2X,y) — ;Xlg
oL(B3,0?) nl 1 nl 1
902 202 204 (v = Xif) (v = Xif) = 202 + 202 e'e
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

e Wariancja wektora pochodnych wzgledem G wynosi

2
Var((%(g,ﬁa)) = %X’var(e)X = %X’X
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

e Wariancja wektora pochodnych wzgledem G wynosi

2
Var((%(g,ﬁa)) = %lear(e)X = %X’X
o

e Wariancja wektora pochodnych wzgledem o2 wynosi

oL(3,?) nl 1, 1 . N
var () =var(— 5 0+ 5,05) = a2t = s
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

e Wariancja wektora pochodnych wzgledem G wynosi

2
Var((%(g,ﬁa)) = %X’var(e)X = %X’X

e Wariancja wektora pochodnych wzgledem o2 wynosi

nl 1 1 . N
= var(— 5 %5 +59¢%c) = N0t = o

(12

@ Poniewaz E(%X/E) = 0, wiec kowiariancja miedzy
pochodnymi wynosi zero
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

@ Zatem Hessian jest réwny
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Wyznaczanie estymatoréw MNW
Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna normalnos¢ - przyktad

@ Te same wyniki uzyskamy obliczajgc wartosci oczekiwane
elementéw Hessianu

B0 1,
opops “og N
ag(ﬂv 02) _ 1 /
95007 T AN E

oH(Bo® N1 1,

0052002 204 o6 ¢
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna efektywnosc¢

Twierdzenie Rao-Cramera

Jezeli estymator éjest zgodny to jego asymptotyczna wariancja
jest nie mniejsza niz dolne ograniczenie Rao-Cramera

lim var[v/n(d — 0)] > i~1(6) = lim l]1(0)

N—oo N—oo
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna efektywnosc¢

Twierdzenie Rao-Cramera

Jezeli estymator éjest zgodny to jego asymptotyczna wariancja
jest nie mniejsza niz dolne ograniczenie Rao-Cramera

lim var[v/n(d — 0)] > i~1(6) = lim l]1(0)

N—oo N—oo

@ Estymatory MNW s3 asymptotycznie efektywne poniewaz ich
wariancja zbiega do dolnego ograniczenia Rao-Cremera
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Wyznaczanie estymatoréw MNW

Estymatory MNW Wiasnosci estymatoréw MNW

Asymptotyczna efektywnosc¢

Twierdzenie Rao-Cramera

Jezeli estymator éjest zgodny to jego asymptotyczna wariancja
jest nie mniejsza niz dolne ograniczenie Rao-Cramera

lim var[v/n(d — 0)] > i~1(6) = lim l]1(0)

N—oo N—oo

@ Estymatory MNW s3 asymptotycznie efektywne poniewaz ich
wariancja zbiega do dolnego ograniczenia Rao-Cremera

@ Zatem estymatory MNW s3g estymatorami zgodnymi o
minimalnej wariancji

Metoda najwiekszej wiarogodnosci



Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Na podstawie wtasnosci estymatorow MNW mozna
wyprowadzi¢ rozktady statystyk testowych dla ogdlnych
hipotez
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Na podstawie wtasnosci estymatorow MNW mozna
wyprowadzi¢ rozktady statystyk testowych dla ogdlnych

hipotez
@ Zaktadamy, ze hipoteza ma postaé (nie)liniowego uktadu
réwnan
hi(0) =0
Ho -
he(0) =0
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Testowanie Hipotez w MNW

@ Na podstawie wtasnosci estymatorow MNW mozna
wyprowadzi¢ rozktady statystyk testowych dla ogdlnych

hipotez
@ Zaktadamy, ze hipoteza ma postaé (nie)liniowego uktadu
réwnan
hi(0) =0
Ho -
he(0) =0

o Przyjmujac h(0) = (h1(0), ..., hq(#)) zapisujemy uktad

Ho: h(6) =0
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Test llorazu Wiarogodnosci

Testowanie Hipotez w MNW

@ Na podstawie wtasnosci estymatorow MNW mozna
wyprowadzi¢ rozktady statystyk testowych dla ogdlnych

hipotez
@ Zaktadamy, ze hipoteza ma postaé (nie)liniowego uktadu
réwnan
hi(0) =0
Ho -
he(0) =0

o Przyjmujac h(0) = (h1(0), ..., hq(#)) zapisujemy uktad
Ho : h(6) =0

@ Hipotezy nalezy sformutowaé w taki sposéb, aby macierz
pierwszych pochodnych h'(6) = 6/(;7(09) miata pefen rzad
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Lagrangea

Testowanie Hipotez w MNW nia

@ Jest to w praktyce najtatwiejszy do przeprowadzenia test
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Jest to w praktyce najtatwiejszy do przeprowadzenia test

@ Ale wymaga oszacowania dwdch modeli
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

Jest to w praktyce najtatwiejszy do przeprowadzenia test

Ale wymaga oszacowania dwdch modeli

Weryfikowane jest J ograniczen

LR = 2(¢(0) — £(FR)) = X3

((6) jest logarytmem funkgji wiarogodnosci dla modelu bez
ograniczen

E(GNR) jest logarytmem funkcji wiarogodnosci dla modelu ze
spefnionymi ograniczeniami
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ ldea testu bazuje na spostrzezeniu, iz tatwiej jest
zmaksymalizowaé funkcje bez ograniczen, niz z narzuconymi
na parametry restrykcjami
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ ldea testu bazuje na spostrzezeniu, iz tatwiej jest
zmaksymalizowaé funkcje bez ograniczen, niz z narzuconymi
na parametry restrykcjami

o Nazwa testu wywodzi sie z faktu, ze statystyke testowg mozna
zapisa¢ jako N
M@)

L(dr)

LR:2m<
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ ldea testu bazuje na spostrzezeniu, iz tatwiej jest
zmaksymalizowaé funkcje bez ograniczen, niz z narzuconymi
na parametry restrykcjami

o Nazwa testu wywodzi sie z faktu, ze statystyke testowg mozna
zapisa¢ jako N
M@)
L(6r)

o Wadj testu jest konieczno$¢ oszacowania dwdch modeli

LR:2m<
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Do obliczenia wartosci statystyki Walda wystarczajaca jest
znajomos$¢ oszacowah modelu bez narzuconych ograniczen

W = K (0)[HOT L (B)H'(6)] *h(8) 23
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Do obliczenia wartosci statystyki Walda wystarczajaca jest
znajomos$¢ oszacowah modelu bez narzuconych ograniczen

W = K (0)[HOT L (B)H'(6)] *h(8) 23

@ Macierz w nawiasach kwadratowych jako macierz wariancji
jest dodatnio okreslona
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Do obliczenia wartosci statystyki Walda wystarczajaca jest
znajomos$¢ oszacowah modelu bez narzuconych ograniczen

W = K (0)[HOT L (B)H'(6)] *h(8) 23

@ Macierz w nawiasach kwadratowych jako macierz wariancji
jest dodatnio okreslona

@ Zatem statystyka W = 0, gdy ograniczenia narzucone na
parametry s3 spetnione
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ Do obliczenia wartosci statystyki Walda wystarczajaca jest
znajomos$¢ oszacowah modelu bez narzuconych ograniczen

W = K (0)[HOT L (B)H'(6)] *h(8) 23

@ Macierz w nawiasach kwadratowych jako macierz wariancji
jest dodatnio okreslona

@ Zatem statystyka W = 0, gdy ograniczenia narzucone na
parametry s3 spetnione

@ Statystyka Walda nie jest niezmiennicza ze wzgledu na sposéb
zapisania hipotezy zerowej
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

o Statystyka mnoznikéw Lagrangea wymaga znajomosci
estymatora dla modelu z narzuconymi ograniczeniami

0¢(0) 1 0¢(0) D o
IM=—"—"1>2 I —
00 lo=0r (0r) 00 lo=0z -
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

o Statystyka mnoznikéw Lagrangea wymaga znajomosci
estymatora dla modelu z narzuconymi ograniczeniami

0¢(0) 1 0¢(0) D o
IM=—"—"1>2 I —
00 lo=0r (0r) 00 lo=0z -

@ Dla maksimum bez ograniczen warto$¢ gradientu wynosi zero
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

o Statystyka mnoznikéw Lagrangea wymaga znajomosci
estymatora dla modelu z narzuconymi ograniczeniami

0¢(0) 1 0¢(0) D o
IM=—"—"1>2 I —
00 lo=0r (0r) 00 lo=0z -

@ Dla maksimum bez ograniczen warto$¢ gradientu wynosi zero

@ Zatem warto$¢ gradientu niesie informacje o spetnieniu
ograniczen przez parametry modelu
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test la

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ W modelach szacowanych MNW nie s3 szacowane sumy
kwadratéw
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ W modelach szacowanych MNW nie s3 szacowane sumy
kwadratéw

@ Miary dopasowania sg przyblizonymi statystykami okre$lanymi
jako pseudo-R?
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Test llorazu Wiarogodnosci
Test Walda

Test Mnoznikéw Lagrangea
Miary dopasowania

Testowanie Hipotez w MNW

@ W modelach szacowanych MNW nie s3 szacowane sumy
kwadratéw

@ Miary dopasowania sg przyblizonymi statystykami okre$lanymi
jako pseudo-R?

o Najczesciej stosowana miara jest R?> Mc-Faddena

RI%/IcFadden =1- 6(00)
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Testowanie Hipotez w MNW

Miary dopasowania

@ W modelach szacowanych MNW nie s3 szacowane sumy
kwadratéw

@ Miary dopasowania sg przyblizonymi statystykami okre$lanymi
jako pseudo-R?

o Najczesciej stosowana miara jest R?> Mc-Faddena

R2 =1-
McFadden /¢ ( 90 )
@ Podobnie jak adj — R? istnieje
R} =1-"Z——
McFadden ¢ ( 00 )

gdzie Ly to logarytm funkcji wiarogodnosci modelu ze stata
jako jedyng zmienng objasniajaca

Metoda najwiekszej wiarogodnosci
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