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AR(1)

Staba stacjonarnosé¢

Szereg czasowy nazywamy stabo (wariancyjnie) stacjonarnym
jezeli:
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Stacjonarno$é Biaty szum
AR(1)

Staba stacjonarnosé¢

Szereg czasowy nazywamy stabo (wariancyjnie) stacjonarnym
jezeli:

© wartos¢ oczekiwana szeregu jest skonczona i stata w czasie

E(y:) =p < oo
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

Staba stacjonarnosé¢

Szereg czasowy nazywamy stabo (wariancyjnie) stacjonarnym
jezeli:
© wartos¢ oczekiwana szeregu jest skonczona i stata w czasie
E(ye) =p < oo

@ wariancja szeregu jest skonczona i stata w czasie

Var(y;) = 0 < 00
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

Staba stacjonarnosé¢

Szereg czasowy nazywamy stabo (wariancyjnie) stacjonarnym
jezeli:
© wartos¢ oczekiwana szeregu jest skonczona i stata w czasie
E(y:) =p < oo
@ wariancja szeregu jest skonczona i stata w czasie

Var(y;) = 0 < 00

© kowariancja miedzy realizacjami nie zalezy od czasu i jest
jedynie funkcja odlegtosci miedzy obserwacjami

COV(}/taYtJrh) = COV(Yt/a}/t/Jrh) = Yh \V/t, tl? h

Integracja
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Stacjonarnos¢ Biaty szum

AR(1)

@ Proces biatego szumu ma nastepujace wiasnosci:
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Stacjonarnos¢ Biaty szum

AR(1)

@ Proces biatego szumu ma nastepujace wiasnosci:
° E(ye)=p Vt
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Stacjonarnos¢ Biaty szum

AR(1)

@ Proces biatego szumu ma nastepujace wiasnosci:

° E(ye)=p Vt
o var(y;) = 0 Vt
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Stacjonarnos¢ Biaty szum

AR(1)

@ Proces biatego szumu ma nastepujace wiasnosci:

° E(ye)=p Vt
o var(y;) = 0 Vt

@ cov = o t=s
1 0 t#s
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Proces AR(1) dany jest wzorem

Ve =pyi-1+ee e ~np (0,0%)
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Proces AR(1) dany jest wzorem

Ve =pyi-1+ee e ~np (0,0%)

@ Jest on stacjonarny dla | p [< 1
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Proces AR(1) dany jest wzorem

Ve =pyi-1+ee e ~np (0,0%)

@ Jest on stacjonarny dla | p [< 1

@ Dowdd stacjonarnosci.
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Proces AR(1) dany jest wzorem

Ve =pyi-1+ee e ~np (0,0%)

Jest on stacjonarny dla | p |[< 1

Dowdd stacjonarnosci.

Zapiszmy réwnanie dla t — 1

Yt—1 = pYr—2 + €t
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Proces AR(1) dany jest wzorem

Ve =pyi-1+ee e ~np (0,0%)

Jest on stacjonarny dla | p |[< 1

Dowdd stacjonarnosci.

Zapiszmy réwnanie dla t — 1

Yt—1 = pYr—2 + €t

Podstawiajac do wzoru na AR(1) uzyskujemy

Yt = pYe—1+ et = ppyr—2 + per—1 + €t

Integracja



Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o Podstawiajac rekurencyjnie uzyskamy

o .
ye=Y pleci
i=0
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o Podstawiajac rekurencyjnie uzyskamy

o .
ye=Y pleci
i=0

@ Wobec tego

E(ye) = E(Y_pleci) =D peeiE(eei) =0
i=0 i=0 0

Integracja



Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o Podstawiajac rekurencyjnie uzyskamy

o0

ye=> plec

i=0

@ Wobec tego

E(ye) = E(Y_pleci) =D peeiE(eei) =0
i=0 i=0 0

i=0

(e.) o
var(y:) = var( Z piet_;) = Z p? var(e;_;) = 7

Integracja



Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o0 o0
cov(ye, yern) = cov( Y pleriy Y pleeion)

i=0 i=0
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o0 o0
cov(ye, yern) = cov( Y pleriy Y pleeion)

i=0 i=0

n—1 oo e8]
cov(ye, yern) = cov( Y _pleci+ > pleein D plecin)
i=0 i=0 i=0
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o0 o0
cov(ye, yern) = cov( Y pleriy Y pleeion)

i=0 i=0

n—1 oo e8]
cov(ye, yern) = cov( Y _pleci+ > pleein D plecin)
i=0 i=0 i=0

o2

1—p2

[ee)
cov(ye, yern) = p" Z p?var(es_i_p) = p"
i=0
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

o0 o0
cov(ye, yern) = cov( Y pleriy Y pleeion)

i=0 i=0

n—1 oo e8]
cov(ye, yern) = cov( Y _pleci+ > pleein D plecin)
i=0 i=0 i=0

hU2

2

[ee)
cov(yt, yern) = p" Zp2’var(6t_i—h) =) 7

i=0

e W obliczeniach zatozono, ze | p |< 1. Jest ono konieczne do
udowodnienia stacjonarnosci
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Stacjonarno$é Biaty szum
AR(1)

Szereg trendostacjonarny

Szereg czasowy nazywamy trendostacjonarnym, gdy szereg
odchylen jego wartosci od trendu jest szeregiem stacjonarnym

vt — E(yt)

Integracja



Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Niech
ye = Bo+ Bt + et
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Niech
ye = Bo+ Bt + et

@ wobec tego E(y;) = B0 + Ot
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Stacjonarno$é Biaty szum

AR(1)

@ Niech
ye = Bo+ Bt + et

@ wobec tego E(y;) = B0 + Ot
°ay:—E(y)=c¢t

Integracja



Stacjonarno$é Biaty szum
AR(1)

Twierdzenie Wolda

Jezeli proces stochastyczny y; jest stabo stacjonarny to mozna go

przedstawi¢ jako sume procesu deterministycznego i procesu
MA(c0)

o
Ye=E(ye | Yeo1, oo yep) + Y bicri
i=0

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Przyktadem procesu niestacjonarnego jest btadzenie
przypadkowe

Ve=Ye1+er et ~ip (0,07)

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Przyktadem procesu niestacjonarnego jest btadzenie
przypadkowe

Ye=Yye-1+er et ~ip (0,0°)
@ Podstawiajac y;—1 = y+—2 + €¢—1 otrzymujemy

Ye=VYi-2+¢E—1+¢€

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Przyktadem procesu niestacjonarnego jest btadzenie
przypadkowe

Ye=Yye-1+er et ~ip (0,0°)
@ Podstawiajac y;—1 = y+—2 + €¢—1 otrzymujemy
Yt =Yt—2+tEt—1+ &

o Powtarzajac czynnos¢ rekurencyjnie uzyskujemy

t
Ye=Yo+ Y &
i=0

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ zatem y; jest sumg niezaleznych zmiennych o jednakowym
rozktadzie
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Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ zatem y; jest sumg niezaleznych zmiennych o jednakowym
rozktadzie

° E(yt) =yo <0
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Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera

Integracia Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
grac Test KPSS

Regresja pozorna

@ zatem y; jest sumg niezaleznych zmiennych o jednakowym

rozkfadzie
° E(yt) =yo <0
@ ale

var(y:) = var(yp + Z Zvar = to?
i=0

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS
Regresja pozorna

@ zatem y; jest sumg niezaleznych zmiennych o jednakowym

rozkfadzie
° E(yt) =yo <0
@ ale

var(y:) = var(yp + Z Zvar = to?
i=0

@ oraz

cov(ye, Yerh) = Zvar(a,-) = (t — h)o?

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS
Regresja pozorna

@ zatem y; jest sumg niezaleznych zmiennych o jednakowym

rozkfadzie
° E(yt) =yo <0
@ ale

var(y:) = var(yp + Z Zvar = to?
i=0

@ oraz
cov(ye, Yetn) = Zvar(g,-) =(t— h)02

@ zatem wariancja i kowariancja zalezg od czasu

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS
Regresja pozorna

Bladzenie przypadkowe

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

o Jezeli od procesu btadzenia przypadkowego odejmiemy y; 1 z
obu stron uzyskamy
Ayt =&t
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

o Jezeli od procesu btadzenia przypadkowego odejmiemy y; 1 z
obu stron uzyskamy
Ayt =&t

o Taki proces bedziemy nazywaé procesem zintegrowanym
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Btadzenie przypadkowe

Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
Test KPSS

Regresja pozorna

Integracja

o Jezeli od procesu btadzenia przypadkowego odejmiemy y; 1 z
obu stron uzyskamy
Ayt =&t
o Taki proces bedziemy nazywaé procesem zintegrowanym

@ Procesy stacjonarne nazywa sie procesami zintegrowanymi
rzedu 0 i oznacza 1(0)

Integracja



Btadzenie przypadkowe

Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
Test KPSS

Regresja pozorna

Integracja

o Jezeli od procesu btadzenia przypadkowego odejmiemy y; 1 z
obu stron uzyskamy
Ayr = et
o Taki proces bedziemy nazywaé procesem zintegrowanym

@ Procesy stacjonarne nazywa sie procesami zintegrowanymi
rzedu 0 i oznacza 1(0)

@ Proces ktéry do d-krotnym réznicowaniu jest stacjonarny
nazywamy zréznicowanym stopnia d i oznaczamy |(d)

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dicki Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Znaczenie szeregbw (1) w ekonomii

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Znaczenie szeregbw (1) w ekonomii

@ Szeregi I(2) s3 stosowane do modelowania hiperinflacji

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Znaczenie szeregbw (1) w ekonomii
@ Szeregi I(2) s3 stosowane do modelowania hiperinflacji

@ Szeregi 0 wyzszym stopniu integracji nie maja zastosowan w
ekonomii

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

Znaczenie szeregéw (1) w ekonomii

Szeregi 1(2) s3 stosowane do modelowania hiperinflacji

Szeregi 0 wyzszym stopniu integracji nie maja zastosowan w
ekonomii

Dla szeregu zintegrowanego funkcje ACF i PACF maja
charakterystyczny przebieg

Integracja



Btadzenie przypadkowe

Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
Test KPSS

Regresja pozorna

Integracja
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Chcemy zbada¢ czy zmienna jest stacjonarna
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Chcemy zbada¢ czy zmienna jest stacjonarna

@ Zapisujemy model w postaci AR(1)
ye=pye1+er e~ (0,0°) (1)

o jezeli p =1 to y; jest btadzeniem przypadkowym
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Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Chcemy zbada¢ czy zmienna jest stacjonarna

@ Zapisujemy model w postaci AR(1)
ye=pye1+er e~ (0,0°) (1)

o jezeli p =1 to y; jest btadzeniem przypadkowym

@ jezeli | p|< 1 to y; jest stacjonarny
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Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Chcemy zbada¢ czy zmienna jest stacjonarna

@ Zapisujemy model w postaci AR(1)
ye=pye1+er e~ (0,0°) (1)

o jezeli p =1 to y; jest btadzeniem przypadkowym
@ jezeli | p|< 1 to y; jest stacjonarny
@ Hy: y; jest niestacjonarny

@ Hj: y; jest stacjonarny
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Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Chcemy zbada¢ czy zmienna jest stacjonarna

@ Zapisujemy model w postaci AR(1)
ye=pye1+er e~ (0,0°) (1)

o jezeli p =1 to y; jest btadzeniem przypadkowym
@ jezeli | p|< 1 to y; jest stacjonarny

@ Hy: y; jest niestacjonarny

@ Hj: y; jest stacjonarny

e dla|p|>1to y; jest eksplozywny

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

o Jezeli od (1) odejmiemy y;_1 z obu stron to
Ay = (p—1)yt-1+er

Ay =yyt-1+ &t

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

o Jezeli od (1) odejmiemy y;_1 z obu stron to
Ay = (p—1)yt-1+er

Ay =yyt-1+ &t

@ Zatem aby przeprowadzié test wystarczy przeprowadzi¢
regresje zmiennej zréznicowanej na jej wartos¢ op6zniong

Integracja
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Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Ale przy prawdziwej Hy y; jest zmienna niestacjonarna
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Ale przy prawdziwej Hy y; jest zmienna niestacjonarna

@ Zatem statystyka testowa nie ma rozktadu t-Studenta
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Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Ale przy prawdziwej Hy y; jest zmienna niestacjonarna
@ Zatem statystyka testowa nie ma rozktadu t-Studenta

@ Dickey i Fuller wyprowadzili wartosci krytyczne testu
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Btadzenie przypadkowe
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
Test KPSS

Regresja pozorna

Integracja

Ale przy prawdziwej Hy y; jest zmienna niestacjonarng
Zatem statystyka testowa nie ma rozkfadu t-Studenta

Dickey i Fuller wyprowadzili wartosci krytyczne testu

Aby procedura byta prawidtowa skfadnik losowy nie moze
podlegaé autokorelacji

Integracja
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Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Rozszerzenie polega na uwzglednieniu po prawej stronie
réwnania op6znionych wartosci zmiennej zaleznej

k

Ay =vyt-1+ Z’YiAYt—i + €
i=1
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Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Rozszerzenie polega na uwzglednieniu po prawej stronie
réwnania op6znionych wartosci zmiennej zaleznej

k

Ay =vyt-1+ Z’YiAYt—i + €
i=1

@ stata k to najmniejsza liczba przy ktérej reszty nie podlegaja
autokorelacji
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Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS
Regresja pozorna

@ Rozszerzenie polega na uwzglednieniu po prawej stronie
réwnania op6znionych wartosci zmiennej zaleznej

k

Ay =vyt-1+ Z’YiAYt—i + €
i=1

@ stata k to najmniejsza liczba przy ktérej reszty nie podlegaja
autokorelacji

@ test przeprowadza sie w sposéb analogiczny do testu DF
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

Dickey-Fuller test for unit root Number of obs = 131

—————————— Interpolated Dickey-Fuller ---------

Test 1% Critical 5% Critical 10% Critical
Statistic Value Value Value
Z(t) -3.766 -3.500 -2.888 -2.578

MacKinnon approximate p-value for Z(t) = 0.0033

Integracja
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Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Test KPSS ma hipotezy zapisane w sposéb "tradycyjny”
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

@ Test KPSS ma hipotezy zapisane w sposéb "tradycyjny”
@ Hy: y; jest stacjonarny

@ Hi: y; jest niestacjonarny
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Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS

Regresja pozorna

KPSS test for inflacja

Maxlag = 12 chosen by Schwert criterion
Autocovariances weighted by Bartlett kernel

Critical values for HO: inflacja is trend stationary
10%: 0.119 5% : 0.146 2.5%: 0.176 1% : 0.216

Lag order Test statistic
2.73
1.4
.951
.728
.595
.507
.444
.397
.361
.332
.309
.289
.273

Integracja
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Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera

Integracja Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
Test KPSS

Regresja pozorna

Eksperyment Newbolda-Davisa

o Generujemy obserwacje dla dwdch niezaleznych zmiennych
Ve =Yt-1+en en ~N(0,1)

Xt = xt-1+¢er2 €2 ~N(0,1)

cov(et1,er2) =0

Integracja
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Test KPSS

Regresja pozorna

Eksperyment Newbolda-Davisa

o Generujemy obserwacje dla dwdch niezaleznych zmiennych
Ve =Yt-1+en en ~N(0,1)

Xt = xt-1+¢er2 €2 ~N(0,1)
cov(et1,er2) =0

@ Szacujemy parametry regresji €41 Na €2 Oraz y; Na X
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Integracja Rozszerzony Test Dickeya-Fullera
Test KPSS

Regresja pozorna

Eksperyment Newbolda-Davisa

o Generujemy obserwacje dla dwdch niezaleznych zmiennych
Ve =Yt-1+en en ~N(0,1)

Xt = xt-1+¢er2 €2 ~N(0,1)
cov(et1,er2) =0

@ Szacujemy parametry regresji €41 Na €2 Oraz y; Na X
@ zapamietujemy statystyke t oraz DW dla kazdej regresji
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Eksperyment Newbolda-Davisa

o Generujemy obserwacje dla dwdch niezaleznych zmiennych
Ve =Yt-1+en en ~N(0,1)
Xt = Xt—1+ €2 €2 ~N(0,1)
cov(et1,er2) =0

@ Szacujemy parametry regresji €41 Na €2 Oraz y; Na X
@ zapamietujemy statystyke t oraz DW dla kazdej regresji
@ powtarzamy duza liczbe razy np. 1000
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teoretyczne | €41 Na € | ¥y Na X

$rednia 0,000 0,0036 0,0048
5% percentyl 1,677 1,564 8,293
% istotnych 5 433 63,24
DwW 2,00 2,01 0,33

Integracja



Btadzenie przypadkowe
Test Dickeya-Fullera
Rozszerzony Test Dickeya-Fullera

Integracja Test KPSS
Regresja pozorna

@ Zignorowanie zjawiska regresji pozornej moze prowadzi¢ do
zbudowania btednego modelu
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@ Zignorowanie zjawiska regresji pozornej moze prowadzi¢ do
zbudowania btednego modelu

@ Aby temu zapobiec mozna réznicowaé zmienne
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@ Zignorowanie zjawiska regresji pozornej moze prowadzi¢ do
zbudowania btednego modelu

@ Aby temu zapobiec mozna réznicowaé zmienne

@ Ale réznicowanie powoduje utrate informacji i uniemozliwia
wyznaczenie relacji dtugookresowej
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