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Zjawisko heteroscedastycznosci Wprowadzenie
Formy heteroscedastycznosci

Whtasnosci estymatoréw MNK

@ Model zjawiska
y=XB+e¢

e Wariancja skfadnika losowego
var(e) = Q = 0?V

@ W przypadku heteroscedastycznego sktadnika losowego
i braku autokorelacji V jest macierza diagonalna
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Zjawisko heteroscedastycznosci Woprowadzenie
Formy heteroscedastycznosci

Whtasnosci estymatoréw MNK

@ Wariancja moze by¢ funkcja liniowg zmiennych macierzy Z
var(g;) = 0? =30z >0

@ Forma kwadratowa zabezpiecza przed ujemnoscia wariancji
var(e;) =02 =6z 6>0

© Wariancja moze by¢ réwniez funkcja afiniczng zmiennych
macierzy Z

var(e;) = 07 = 01 + 6227 61> 0,02 >0
W takim przypadku méwimy o heteroscedastycznosci

addytywne;j.

Heteroscedastycznosé



Zjawisko heteroscedastycznosci Woprowadzenie
Formy heteroscedastycznosci

Whtasnosci estymatoréw MNK

© Wariancja moze przyjmowac postaé¢ wyktadnicza
var(g;) = 0? = exp(61 + 622?)

Wtedy moéwimy o wariancji z heteroscedastycznoscia
multiplikatywna.

@ W modelu moze réwniez wystepowaé wariancja
przetacznikowa (switching)

5 a% dla i=1...s
o3 dlai=s+1...T

Ten typ wariancji moze by¢ potaczony z kazdg z uprzednio
przedstawionych postaci.
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Zjawisko heteroscedastycznosci Woprowadzenie
Formy heteroscedastycznosci
Witasnosci estymatoréw MNK

Nieobcigzonosé

o Nieobcigzonos¢ estymatora wektora parametréw

E(b) = E(X'X) X'y = E(X'X)IX(XB +¢) =

— (X'X) XX E(B) + (X'X) X' E(e) = B
—x gl

@ Estymator MNK jest nieobcigzony, gdyz jego postac nie zalezy
od sktadnika losowego
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Zjawisko heteroscedastycznosci Woprowadzenie
Formy heteroscedastycznosci
Witasnosci estymatoréw MNK

Brak zgodnosci

@ Brak zgodnosci estymatora wariancji wektora parametréw
var(b) = E(b—E(b))(b—E(b)) = E[(X'X) " X'ee’X(X'X)™}]
= (X'X)IXE(e )X (X' X)L = (X' X)X E[QIX (X' X) 7!

var(b) = o?(X'X)IX'VX(X'X)™?

o Standardowe testy oparte na statystykach t, x2 oraz F beda
wskazywaé nieprawidtowe wyniki
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Wprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Whtasnosci estymatoréw UMNK

Wazona MNK

Twierdzenie o faktoryzacji macierzy

Kazda dodatnio okreslona macierz A mozna przedstawi¢ w postaci
A= CACH

gdzie kolumny macierzy C zawieraja wektory wtasne macierzy A, a
A jest macierza diagonalng z wartosciami wtasnymi macierzy A na
diagonali.
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Wprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Whtasnosci estymatoréw UMNK

Wazona MNK
@ Zatem mozna przedstawi¢ macierz wariancji jako
Q=CAC!
. 101
@ Niech A = Az2Az
o Niech P/ = CA~2. Wobec tego Q71 = P'P, poniewaz P (jesli

nie ma autokorelacji) i A sa diagonalneto P = P oraz A =N,

@ Mnozac model regresji przez macierz P z lewej strony

uzyskujemy
Py = PXB + Pe
lub alternatywnie
Vo = Xi B+ s (1)
@ Wariancja sktadnika losowego dla przeksztatconego modelu

WYynosi
Elescl] = Pee’P' = 0?PVP' = 21
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Woprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Wiasnosci estymatoréw UMNK
Wazona MNK

Estymator UMNK wektora parametréw

@ Zapiszmy wzér na estymator MNK
B = (XIX) XA i
o Podstawiajac otrzymujemy
B =(X'P'PX)1X'P'Py

o W rezultacie
ﬁ _ (X/Q—lx)—lle—ly
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Woprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Wiasnosci estymatoréw UMNK
Wazona MNK

Estymator UMNK wariancji wektora parametréw

o W MNK var(b) = o?(X'X)~!

o W UMNK var(f) = o?(X'V-1X)!

@ Zatem wariancja estymatora UMNK nie jest réwna wariancji
estymatora MNK

var(b) = o> (X'X)IX'VX(X'X) ™t # o2 (X'V1X)7!

@ Wiec wykorzystujac MNK nie mozna w prawidtowy sposéb
oszacowa¢ wariancji jesli sktadnik losowy nie jest sferyczny
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Woprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Wiasnosci estymatoréw UMNK
Wazona MNK

Twierdzenie Aitkena

Estymator Uogdlnionej Metody Najmniejszych Kwadratéw jest
najlepszym, liniowym i nieobcigzonym estymatorem wektora
parametréw [ o ile posta¢ macierzy wariancji jest znana

@ Twierdzenie Aitkena wynika wprost z zastosowania
Twierdzenia Gaussa-Markowa do przeksztatconego modelu
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Woprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Wiasnosci estymatoréw UMNK

Wazona MNK

o Praktyka. Nie znamy postaci macierzy V
@ Nie mozemy jej oszacowal ze wzgledu na duzy wymiar

@ Szczegblny przypadek - Wazona Metoda Najmniejszych
Kwadratéw
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Woprowadzenie
Uogdlniona Metoda Najmniejszych Kwadratéw Whtasnosci estymatoréw UMNK

Wazona MNK

@ Estymator UMNK dany jest wzorem:
B — (Xlgflx)flxlﬂfly
@ Jezeli nie ma autokorelacji, elementy w; (wagi) sa znane to
Q! jest macierza diagonalna o elementach na diagonali
réwnych 1/w;.
o Przeksztatcajac model mnozac przez macierz P dang wzorem:
1/,/0.)1 0
0 1/\/wn
i stosujac MNK do przeksztatconego modelu
@ uzyskiwany jest estymator wazonej MNK

n 1 n
b= (Z WiX/{Xi) (Z WiX:{Yi>
i1 i=1

w ktoérym w; = 1/w;.



Estymator White'a

Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

o Zakfada sie, ze wariancja jest funkcjg zmiennych Z

E({;‘,‘ ‘ Z,'):J2 O'zf(Z,')

I- p—
@ Wodwczas odwrotnos$¢ macierzy wariancji-kowariancji ma

postad

1
1 f(awo+az;) . 0

1
f(ao+az;)
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

SUMNK - algorytm

@ Szacowane s3 parametry modelu y; = x;b + ¢;
i zapamietywany wektor reszt.

@ Przeprowadzana jest regresja e,-2 na stata i wektor z;
© Szacowana jest macierz L.
o

Przeksztatcany jest za pomoca oszacowania L oryginalny
model

© Obliczana jest wartos¢ estymatora

@ W praktyce oszacowania uzyskane za pomocg SUMNK s3
zblizone do oszacowan MNK.
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

SUMNK - przyktad

Source | Ss daf MS Number of obs = 31,720

+ F(1, 31718) = 20697.02

Model | 3.8684e+10 1 3.8684e+10 Prob > F = 0.0000
Residual | 5.9283e+10 31,718 1869075.24 R-squared = 0.3949
+ Adj R-squared = 0.3948

Total | 9.7968e+10 31,719 3088609.94 Root MSE = 1367.1
dochg | Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Intervall
kons | 0,7315 0,0051 143,86 0,00 0,7215 0,7414
_cons | 789,7997 12,7227 62,08 0,00 764,8628 814,7366
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

SUMNK - przyktad

. predict e, resid
. gen e2=e”2
. reg e2 los, cformat(%9,4f) pformat(’%5,2f) sformat(%8,2f)

Source | SS df MS Number of obs = 31,720

+ F(1, 31718) = 16.62

Model | 4.0371e+16 1 4.0371e+16 Prob > F = 0.0000
Residual | 7.7024e+19 31,718 2.4284e+15  R-squared = 0.0005
+ Adj R-squared = 0.0005

Total | 7.7064e+19 31,719 2.4296e+15 Root MSE = 4.9e+07

e2 | Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Intervall

los | 7,23e+05 1,77e+05 4,08 0,00 3,76e+05 1,07e+06
_cons | -3,58e+05 6,12e+05 -0,58 0,56 -1,56e+06 8,42e+05
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

SUMNK - przyktad

. gen w_os = kons/sqrt(fit)
. gen d_os = dochg/sqrt(fit)
. reg w_os d_os, cformat(%9,4f) pformat(%5,2f) sformat(%8,2f)

Source | SS df MS Number of obs = 31,720

+ F(1, 31718) = 19114.72

Model | 17556.3773 1 17556.3773 Prob > F = 0.0000
Residual | 29132.1657 31,718 .918474232 R-squared = 0.3760
+ Adj R-squared = 0.3760

Total | 46688.543 31,719 1.47194246  Root MSE = .95837
w_os | Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Intervall
d_os | 0,5821 0,0042 138,26 0,00 0,5738 0,5903
_cons | 0,5605 0,0093 60,39 0,00 0,5423 0,5787
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

Estymator odporny na heteroscedastycznosc

@ Jezeli macierz wariacji-kowariancji €2 bytaby znana, wéwczas
estymatorem asymptotycznej macierzy kowariancji b bytoby

2= (%) (V) ()

@ Aby oszacowaé elementy Srodkowej macierzy trzeba znalez¢
elementy macierzy

1NN
: 2.,/
plim 3" b
i=1 j=1
@ Poniewaz estymator MNK dla wektora parametréw [ jest

zgodny, estymatory dla reszt e; s punktowo zgodne
e White (1980) pokazat, ze

1 N 1 N N
plimN Z e? = xix| = p/imN Z Z J,-2J-x,-xj
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

Estymator odporny na heteroscedastycznosc

@ Zatem nastepujace macierze s3 asymptotycznie rownowazne

1 1
NX’QX = NX’U,?]IX

@ Zgodnym estymatorem macierzy wariancji-kowariancji wektora
parametréw jest

Sp = n(X'X)" [ 3 ePxix ](XX)
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

Regresja odporna - przyktad

. reg 1_kons ldochg [aw=wO4g], cformat(%9,4f) pformat(}5,2f) sformat(%8,2f)
(sum of wgt is 32,049.6321299076)

Source | SS daf MS Number of obs = 32,054

+ F(1, 32052) = 46832.70

Model | 7183.9271 1 7183.9271 Prob > F = 0.0000
Residual | 4916.63323 32,052 .153395521 R-squared = 0.5937
+ Adj R-squared = 0.5937

Total | 12100.5603 32,0563 .377517247 Root MSE = .39166
1_kons | Coef. Std. Err. t P>|t]| [95% Conf. Intervall
ldochg | 0,7296 0,0034 216,41 0,00 0,7230 0,7362
_cons | 1,9129 0,0252 75,92 0,00 1,8635 1,9623
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Estymator White'a
Stosowalna Metoda Najmniejszych Kwadratéw

Regresja odporna - przyktad

. reg 1_kons ldochg [aw=wO4g],robust cformat(%9,4f) pformat(%5,2f)
sformat (%8,2f)
(sum of wgt is 32,049.6321299076)

Linear regression Number of obs = 32,054
F(1, 32052) = 6355.04

Prob > F = 0.0000

R-squared = 0.5937

Root MSE = .39166

| Robust

1_kons | Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Intervall
ldochg | 0,7296 0,0092 79,72 0,00 0,7117 0,7476
_cons | 1,9129 0,0689 27,75 0,00 1,7778 2,0480
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