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MNK' z losowa macierza obserwacji

@ Réwnanie modelu
y=XB+e

o Jezeli X zawiera elementy losowe to nalezy sprawdzi¢ czy
E(b— B) = E[(X'X)X"] £ E[(X'X) ' X|E(e)

@ Przypomnienie:

Nieskorelowane zmienne losowe

Z teorii RP wiemy, ze jesli X,Y zmienne losowe

E(XY) = E(X)E(Y) < cov(X,Y) =0
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Zmodyfikowane zatozenia

© Proces generujacy dane,

@ Liniowos¢,

© Warunkowa warto$¢ oczekiwana sktadnika losowego jest réwna
zero,

V,‘ E(&,“X):O

@ Warunkowa wariancja skfadnika losowego jest identyczna dla
kazdej obserwacji,

Y, var(ej | X) = o?
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Whioski 1/2

o Konsekwencja 3 zatozenia jest

E(y | X) = E(XB+e|X)=E(XB|X)+E(c| X)=Xp
———
0
@ Warunkowa wartos$¢ oczekiwana estymatora
E(b|X)=B+E((X'X)X'e | X) = +(X'X)IX E(c| X) =8
~——
0

o Estymator MNK jest réwniez bezwarunkowo nieobcigzony

E(E(b| X)) =E(B) =5
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Whioski 2/2

@ Podobnie uzyskiwany jest wzdr na warunkowa wariancje
estymatora

var(b | X) = var(B + (X’X)*lx’g | X) =

= (X'X) X var(e | X)X(X'X)™L = o2(X'X)L

@ Rozktady estymatorédw w probach o matej liczbie obserwacji
wyprowadzane s3 przy zatozeniu

e| X ~ N(0,0°T)
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Zgodnos¢

Zgodnos¢ estymatora

o E(x,-z—:,-) =0 Vi
@ E(x!xj) = X« i jest odwracalna

Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa

Ciag zmiennych losowych a, jest zbiezny wedtug
prawdopodobienstwa do granicy a gdy

Vé>0 Ii_>m Pr(|an—al|>9)=0
alternatywnie

Vé>0 Ii_}m Pr(|an—al<d)=1

Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa oznaczamy symbolem plim
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Przyktad. Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa

Rozpatrzmy ciag rzutéw prawidtowa symetryczng moneta.
Niech X,, bedzie zdefiniowane

1 orzet
Xn = {O reszka

Niech % bedzie $rednig wartoscia zmiennej losowej z n rzutéw
Zatem dla kazdej 6 > 0

lim Pr<
n—00

@ Poniewaz Srednia zbiega wedtug prawdopodobienstwa do %

n

S, 1
on _ - 5| =
2|7 ) =0
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Zgodnosé

Zgodnos¢ estymatora

(5] pIim(% Y- xlei) = E(xle;)
Q plim(% Yoxixi) = E(x!x;)

Twierdzenie Stuckiego (1925)

Jezeli funkcja g(+) jest ciagta w otoczeniu punktu a, to

dn £> a— g(an) £> g(a)
zapis alternatywny

plimg(an) = plim g(a)

Rozszerzenia KMRL



Woprowadzenie

Witasnosci MNK w prébie o matej liczbie obserwacji
Wiasnosci MNK w prébie o duzej liczbie obserwacji
Zgodnos¢

Losowe zmienne objasniajace

Whioski z Twierdzenia Stuckiego

@ Podstawowa zaleta

E(g(xn)) # 8(E(xn)) ale plim(g(xa)) = g(plim(xn))

o Whioski. Jezeli a, > a, by > b, C, 5 C
Q plim(a, £ b,)=axb
Q plimalb,=2a'b
@ plimC, 1= Ctoile C71istnieje
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Whioski z Twierdzenia Stuckiego

Zbieznos¢ wedtug rozktadu

Méwimy, ze ciagg zmiennych losowych X, jest zbiezny wedtug
rozktadu do rozktadu prawdopodobienstwa o dystrybuancie F(X),
jezeli

lim F,(X) = F(X)

n—o0

Zbieznos¢ wedtug rozktadu oznaczamy

X, 2 x

- D . :
e Dodatkowo jesli x, = n, plimy, =y, oraz x, i y, sa
niezalezne to

D D
Xn+Yn—=>N+Y, XaVn =Ny



Woprowadzenie

Witasnosci MNK w prébie o matej liczbie obserwacji
Wiasnosci MNK w prébie o duzej liczbie obserwacji
Zgodnosé

Losowe zmienne objasniajace

Przyktad. Zbieznos¢ wedtug rozktadu
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Zgodnosc estymatora wektora parametréw MNK

plim(b) = plim[(X'X)"1X"y] = plim[(X'X)"1X' (XS +¢)] =

@ Z wiasnosci zbieznosci wedtug prawdopodobienstwa

= B+ plim [(X'X) "1 X"e| = 3 + plim [N(X’X)—l%x’e}

e i [ (2 12E) i (225) i ()

@ Z witasnosdci 3 i 4 oraz PWL wiemy, ze
= B+ E(x{x;) "E(xjei) =8
0
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Zgodnosc estymatora wektora parametréw MNK

o Ale

cov(xj,ei) = E(xi,ei) — E(x;) E(ei) = E(xi,€i)
——
0
@ Wobec tego do uzyskania zgodnos$ci estymatora niezbedne jest
by cov(xj,e;) =0
@ To zatozenie jest stabsze od warunkowej niezaleznosci
skfadnika losowego od macierzy obserwacji

@ Chociaz przy spetnionym zatozeniu o wielowymiarowej
normalnosci skfadnika losowego s3 one réwnowazne
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Zgodnosc estymatora wektora parametréw MNK

@ Aby pokazaé zgodnos¢ estymatora MNK, nalezy udowodnié ze
$rednie wartosci z proby zbiegaja do wartosci oczekiwanych

@ Pokazemy zbiezno$¢ dla pojedynczych elementéw wektoréw
/ /
Y. Xixj oraz ) xg;

e Oznaczmy je odpowiednio ) x/.xsi oraz »_ x/;&;
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Dowdd zgodnosci (szkic)

e Z PWL wynika, ze zatozenia 3 i 4 s3 spetnione jezeli
Q var(xixs) =02, <oo Vrs,i=1...n
Q cov(xrixsi,xijxsj) =0 Vi, j=1...nNi#]j
i analogicznie
Q var(xjei) =02, <oo Vr,i=1...n
Q cov(xiei, xjej) =0 Vi, j=1...nNi#}j
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Zgodnosc estymatora wektora parametréw MNK -
przypadek ogdlny

@ Warunki zgodnosci dla estymatora MNK przy
heteroscedastycznosci i/lub autokorelacji sktadnika losowego
Q lim, %var(x,,-xs,-) = oixs <oo Vr,s,i=1...n
Q limyoo 3 cov(Xixsi, Xijxs) =0 Vi, j=1...nNi#j
Q lim, o ﬁvar(x,;e;) = ‘75,5 <oo Vr,i=1...n
Q limyoo yoov(xici, xjej) =0 Vi j=1...nAi#j
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Asymptotyczny rozktad estymatora MNK

@ Zatozenie

X = V(G o) SN0

@ wiec

Vb= 8) = (XX) (5 ower) B IEG

@ Z wtasnosci rozktadu normalnego i twierdzenia Sluckiego
VN(b - 8) B N (0,6°E(x!x))

@ Wobec tego

b AN (B,02(X'X)™1)
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Réwnoczesnosé

o O wystepowaniu réwnoczesnoéci méwimy, gdy

cov(xi,e;) = E(xj,e;) # 0

@ S3 dwa powody wystepowania réwnoczesnosci

@ zmienne pominiete
@ sprzezenie zwrotne

o Konsekwencja wystepowania réwnoczesnosci jest brak
zgodnosci estymatora
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Réwnoczesnosé

e Mamy model
In(zarobki) = By + B1plec + Padosw + B3dosw? + &
o Jesli pominiemy zmiennag dosw?2 i oszacujemy model
In(zarobki) = o + Piplec + Padosw + n

o To wtedy
1 = [f3dosw?2 + ¢

W konsekwencji cov(n, dosw) # 0
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