
Metoda Najmniejszych Kwadratów Model z jedną zmienną objaśniającą
Zapis macierzowy modelu

Metoda najmniejszych kwadratów

Szacowanie parametrów
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Model teoretyczny zjawiska

y = β0 + β1x1 + ε

Oszacowanie
y = b0 + b1x1 + e

Ważne:

Elementy y , x1 oraz e są wektorami, β1 i b1 są skalarami.
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Tabela: Dane o płacach i wieku

Numer
obserwacji zarobki wiek
1 520 60
2 430 36
3 415 61
...

...
...

n 400 53
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Reszty dla i-tej obserwacji

ei = yi − ŷi = yi − b0 − x1b1

Minimalizowana jest suma kwadratów reszt

S(b0, b1)→ min
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Warunki pierwszego rzędu

{
∂S(b0,b1)

∂b0
= 0

∂S(b0,b1)
∂b1

= 0
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Rozwiązanie

Wzory dla oszacowań parametrów{
b0 = ȳ − b1x̄

b1 =
Syx
S2x

Pozostaje pokazać, iż rzeczywiście jest to minimum.
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Równanie ogólne

y = b0 + b1x1 + b2x2 + . . .+ bkxk + e

Równanie dla i-tej obserwacji

yi = b0 + b1x1i + b2x2i + . . .+ bkixk + ei

Dla N obserwacji można zapisać układ N równań
y1 = b0 + b1x11 + . . . + bkxk1 + e1
y2 = b0 + b2x11 + . . . + bkxk2 + e2
...
...
...
...

...
...
...
...

...
...
...

yN = b0 + b1x1N + . . . + bkxkN + eN
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
y1
y2
...
yN


︸ ︷︷ ︸

y

=


x11 x21 . . . x1k
x21 x22 . . . x2k
...

...
...
...

xN1 xN2 . . . xNk


︸ ︷︷ ︸

X


β1
β2
...
βk


︸ ︷︷ ︸

β

+


ε1
ε2
...
εN


︸ ︷︷ ︸

ε
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Zapis macierzowy
y = Xβ + ε

Zapis z wykorzystaniem wektorów wierszowych

yi = xiβ + εi
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e ′e =
[
e1 e2 . . . eN

]


e1
e2
...
eN


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Wyprowadzenie estymatora MNK

S(b) = e ′e = (y − Xb)′(y − Xb)

S(b) = y ′y − 2y ′Xb + b′X ′Xb

Warunki pierwszego rzędu

−2X ′y + 2X ′Xb = 0

Układ równań normalnych

X ′Xb = X ′y
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Wyprowadzenie estymatora MNK

Wzór na estymator MNK

b = (X ′X )−1X ′y
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