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Tematyka zajec

o Na zajeciach bedziemy zajmowa¢ sie modelami, ktére
ekonometrycznymi, ktére szacowane s3 na bazie szeregéw
czasowych

@ Dwa gtéwne watki poruszane w ramach zaje¢ dotyczy¢ beda:

e szacowania modeli prognostycznych
e szacowania modeli z elementami struktury

@ Réznica miedzy tymi dwoma typami modeli zwigzana jest ze

sposobem ich zastosowania:

e modele prognostyczne znajduja zastosowanie gtéwnie w
prognozowaniu przysztych wartosci zmiennych ekonomicznych

e modele z elementami struktury stuza do analizowania skutkéw
zmian w polityce gospodarczej (policy analysis)
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Definicja procesu stochastycznego i szeregu czasowego

@ Proces stochastyczny: w interesujacych nas przypadkach ciag
zmiennych losowych indeksowany kolejnymi liczbami
naturalnymi

{X;t=1,...,T}

@ Szereg czasowy jest zbiorem danych, ktéry stanowi realizacje
procesu stochastycznego

{xx;t=1,...,T}
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Opéznienia

@ Zmienng op6zniona nazywamy zmienng ktéra réwna jest
wartosci danej zmiennej w poprzednim okresie
e n.p. PKB; moze oznacza wartos¢ PKB z danego okresu a
PKB;_1 oznacza warto$¢ tej samej zmiennej w poprzednim
okresie

@ W analizie szeregéw czasowych zmienne opéznione odgrywaja
bardzo duzj role, poniewaz:

e stuza do opisu dynamicznych wtasnosci znalizowanych
zmiennyczwiazanych z inercja/histerezg proceséw
ekonomicznych

e umozliwaja formutowanie prognoz dotyczacych przysztych
wartosci zmiennych
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Operator opdznien

@ Operacje op6zniania zmiennych mozna zapisa¢ za pomoca
mnozenia przez specjalny operator (operator opéznien)
oznaczanego standardowa litera L

o przyktadowo
Xt—1 = Lx;

@ Operator ten ma kilka wygodnych cech, ktére umozliwiaja
Czesto uproszczenie zapisu:

Xt—2 = LXt_l = LLXt = L2Xt

e Ogdlnie
Xt—s = L°x;
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Réznicowanie zmiennych

@ Przez réznicowanie zmiennych rozumiemy operacje odjecia od
obecnej wartosci zmiennej jej wartosci z poprzednich okreséw

@ Roéznicowanie niesezonowe
Axy = X¢ — X¢—1

o Operacje réznicowania mozna zastosowa¢ wielokrotnie np:
A(Ax;) = A%x;

@ Roznicowanie sezonowe

Agxt = Xt — X¢—s
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Réznicowanie zmiennych

@ Zauwazmy, ze
Azxt = Axy — Axp_1 = Xp — 2X¢—1 + X¢—2
=(1-2L+ L)% =(1-L)1x
Axp = (1—L)° x

ale
Ath = Xt — Lth = (]. — Ls)Xt
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Miary precyzji prognoz

e Miarami precyzji prognoz sa miedzy innymi:
o pierwiastek z btadu sredniokwadratowy (RMSE)
RMSE = \/ E (y: — y¢)*
o Sredni btad absolutny (MAE)
MAE = E(|y: — ytl)

o sredni absolutny btad procentowy (MAPE)

)

~

Yt — Yt

MAPE = E (
Yt
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Ocena jakosci prognoz

@ Badamy jakos¢ prognostyczng modeli poréwnujac miary jakosci
prognoz

@ Miary jakosci prognoz liczymy na podstawie préby, ktéra nie
zostata uzyta w procesie szacowania modeli

@ Standardowy spos6b postepowania wyglada nastepujaco:
dzielimy prébe na okres in sample i out of sample:

in sample out of sample
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Ocena jakosci prognoz

@ Model szacujemy na prébce in sample, miary jakosci prognoz
liczymy na podstawie prébki out of sample

o Powodem, dla ktérego badanie jakosci prognoz odbywa sie na
podstawie préby out of sample jest to, ze dobrg jakos¢
dopasowania mozna zawsze uzyska¢ uzywajac duzej liczby
parametrow.

o Przeparametryzowany model (overfitted) ma zazwyczaj stabe
wiasnosci out of sample
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Sezonowosé

e O wystepowaniu sezonowosci méwimy obserwujemy w danych
okresowe zmiany pokrywajace sie z cyklem rocznym

o Czestotliwos¢ zmian sezonowych powinna by¢ réwna
czestotliwosci prébkowania danych

e dane miesieczne: moze wystepowac sezonowo$¢ miesieczna
(cykl powtarza sie co 12 miesiecy)

o dane kwartalne: moze wystepowa¢ sezonowos$¢ kwartalna (cykl
powtarz sie co 4 kwartaty)
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Przyczyny sezonowosci

o

(2]

kalendarzowe: zwigzane z nieréwna liczba dni pracujacych w
poszczegdlnych miesigcach (liczba sobét i niedziel, swiat)
administracyjno-kalendarzowe: zwigzane z ustaleniami
dotyczacymi kalendarium dziatania instytucji i firm (kalendarz
dziatania instytucji edukacyjnych, roku podatkowy itp.)

pogodowe: zwigzane z rocznym cyklem opadéw, Srednich
temperatur etc. Tego typu cykl wptywa na produkcje rolnicza,
budowlana itd. Wptywa on na popyt na dobra konsumpcyjne
(n.p. odziez)

zwigzane z oczekiwaniami: pewne zmiany obserwowane w
zmiennych moga wynikaé z oczekiwan dotyczacych
wystepowania cykli sezonowych. Przyktadowo wzrost popytu
na ciepta odziez wystepuje jeszcze przed rozpoczeciem zimy i
nawet w przypadku, gdy zima jest stosunkowo ciepta.
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Sezonowos¢ addytywna i multiplikatywna

@ Zatézmy, ze mozliwa jest dekompoozycja szeregu czasowego y;
na dwa elementy

o element niesezonowy m; (trend)
o element sezonowy s;
o element czysto losowy r;

@ Mozemy wyrézni¢ dwa przypadki
e sezonowos¢ addytywna

Yt=mi+st+rt
e sezonowos$¢ multiplikatywna
Yt = MiSeht

@ Szereg czasowy z sezonowos$cig multiplikatywna mozna
przeksztatci¢ do szeregu z sezonowoscia addytywna

In(yt) = In(m¢)+In(se)+In(re)
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Metody wyréwnywania sezonowego oparte na réznicowaniu

sezonowym

@ W przypadku sezonowosci addytywnej prostym sposobem
radzenia sobie z sezonowoscia jest réznicowanie sezonowe:

Asyt = Asrnt + Asrt“
jesli tylko Ags; =0 (elementy sezonowe nie zmieniaja sie z

okresu na okres)

@ Podobnie w przypadku sezonowosci multiplikatywne;j

Yoo Mil

Yt—s me_srt

lub

4 <Yi/is> =n(ye) = In(ye-s) = Bsln(y) = Bsln(me) +Dsln(re)
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Do czego stuzy modelowanie sezonowosci?

@ Sezonowos¢ danych moze by¢ bardzo interesujaca z
biznesowego punktu widzenia. Dobre zidentyfikowanie rodzaju
sezonowosci jest wazne na przyktad dla prawidtowego:

planowaniu wielkosci produkgji

planowania zapaséw

ustalniu planéw urlopowych

planowania wielkosci mocy dostarczanych przez operatoréw
sieci energetycznej

o charterowaniu lotéw i hoteli przez agencje turystyczne
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Dlaczego uzywamy danych wyréwnanych sezonowo?

W analizach ekonomicznych sezonowos¢ traktowana jako co$
oczywistego i mafo interesujacego

@ Zmiany sezonowe s3 traktowane jako zaktécenia utrudniajace
zidentyfikowanie trendéw i cykli srednio i dtugookresowych

@ Z reguty polityka gospodarcza odnosi sie wtasnie do trendéw i
cykli érednio i dtugookresowych

o W szczegélnosci dziatania whadz fiskalnych i monetarnych,
ktérych celem jest ograniczenie wielkosci wahan w ramach
cyklu koniunkturalnego odnosza sie do takich
$rednio-okresowych zmian

o Takze celem polityki rozwojowej jest wptyw na trendy Srednio i
dtugokresowe a nie na wahania sezonowe
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Problem korelacji pozornych wynikajacych z sezonowosci

o Dodatkowym problemem pojawiajacym sie w przypadku analizy
danych niewyréwnanych jest potencjalny problem wystapienia
pozornych zaleznosci miedzy zmiennymi wynikajacych

@ Rozwazmy model, w ktérym zmienng objasniang jest
Yt =my ++5s,++1r,+ a zmienng objasniajaca
Xt = Mmt+ Skt + Imt

@ Analizujac korelacje miedzy y; i x; lub przeprowadzajac
regresje y; na x; mozemy uzyskaé istotne zaleznosci nawet
wtedy, gdy my + i x, ; od siebie nie zaleza jesli tylko s, ¢ i s+
sg ze sobg skorelowane

@ Zaleznosci te wynika¢ beda ze wspélnego cyklu sezonowego, a
nie z gtebszych zaleznosci ekonomicznych
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Pojecie trendu

@ Trendem nazywamy czes¢ sktadnika niesezonowego, ktéry ma
dtugookresowy wptyw wielkos¢ zmiennej
o Wyrézniamy dwa typy trendéw:
o deterministyczy
e stochastyczny

@ Trend deterministyczny, to trend ktéry mozna modelowa¢
wstawiajac do modelu deterministyczne funkcje czasu
o przyktad: model trendu liniowego:

ye=Po+Pit+&

trend ma postaé m; = Byt
@ Trend stochastyczny, trend o charakterze losowym:
o przyktad:

t
ye=PBo+ B Z us+ &
s=1

w tym przypadku m; = Y i _; u; reprezentuje trend
stochastyczny
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Srednia ruchoma (Moving Average)

@ Srednia ruchoma jest prostym sposobem wygtadzania szeregu
czasowego

@ Celem takiego wygtadzania jest usuniecie z szeregu wptywu
czynnikéw krétkookresowych (sezonowych, losowych) i
uzyskanie oszacowania tendencji dtugookresowej (trendu)

@ Srednia ruchoma szacowana jest za pomoca nastepujacego

wzoru
1 a

me =
1+2a, >~

Yt+k

@ Mozliwe jest takze stosowanie wzoréw o nieréwnych wagach
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Dekompozycja: uzyskiwanie trendu

@ Znamy okres sezonowosci s (na przyktad przy danych
kwartalnych réwny 4)

@ Zatézmy, ze proces stochastyczny ma posta¢ addytywna
Yt =Mt + S+ 1t

@ Oszacowanie trendu uzyskujemy przez zastosowanie Sredniej
ruchomej:

@ dla nieparzystego s (np. obserwacje dzienne s =365 dni, cykl
roczny) dla a = % i rownych wagach réwnychw (k) = 1+128.

@ dla parzystego s (np. obserwacje kwartalne, miesieczne) dla

a=%5iwagach w(k)=1dlak=1,....5-1, w(35) ==
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Przyktad: szereg kwartalny, trend

@ dla szeregu kwartalnego, s =4

1/1 1
my = Z <2Xt2 + Xe—1 + Xt + Xe41+ 2Xt+2>
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Dekompozycja: uzyskiwanie sktadnika sezonowego

e Skfadnik sezonowy uzyskujemy usredniajac obserwacje dla
poszczegdlnych sezonéw i odejmujac Srednig ogdlna

-
Z (t, k) ye —

gdzie ws (t, k) =% dla przypadkéw, gdy t i k dotyczy tych
samych sezonéw ((t mod s) = (k mod s)), w(t,k) =0dla
pozostatych przypadkéw, y = %Z,(T:l
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Przyktad: szereg kwartalny, czynni sezonowy

@ Oszacowanie czynnika sezonowego dla drugiego kwartatu:

o~

4
S) = 7()/2+Y6+y10+.--YT_2)*)7
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Dekompozycja: uzyskiwanie sktadnika czynnika losowego

@ Czynnik losowy (reszte) znajdujemy odejmujac od szeegu
trend i czynnik sezonowy

re =Yt —my—>5t
@ Zauwazmy, ze przy tym sposobie liczenia, wielkos¢ czynnikéw

sezonowych nie zmienia sie w czasie.

@ Powyzsza metoda dekopozycji moze zosta¢ takze zastosowana
w przypadku sezonowosci multiplikatywnej po zastosowaniu
przeksztatcenia logarytmicznego

e Uzywa sie takze bardziej wyrafinowanych sposobéw ustalania
wag W (t, k) i ws(t, k) opartych np. na procedurze LOESS
(Locally Weighted Scatterplot Smoothing)
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Wygtadzanie wyktadnicze (Exponential Smoothing)

o Algorytm wyréwnywania wyktadniczego
Yo = Yo
ye=oyr+(1-0o)ye1

gdzie a € (0,1) jest parametrem wygtadzania.

@ Stosujac rekursywne podstawianie uzyskujemy:
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Wygtadzanie wyktadnicze cd.

Woygtadzanie wyktadnicze jest w istocie srednig ruchoma z
wagami malejacymi wyktadniczo wraz z czasem i stad
alternatywna nazwa EWMA (Exponentially weighted moving
average)

Szereg jest tym bardziej wygtadzony im blizsze zera jest «

Woygtadzanie wyktadnicze sprawdza sie jako metoda usuwania
wptywu sktadnikéw losowych jednak stabo radzi sobie z
uwzglednianiem trendu

Zaréwno w modelu wygtadzania wyktadniczego jak i
podwdjnego wygtadzania wyktadniczego mozna uwzgledni¢
sktadnik sezonowy

Sktadnik trendu, sezonowy i losowy moga mie¢ charakter
addywny lub multiplikatywny w réznych kombinacjach
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Podwojne wygtadzanie wyktadnicze (filtr Holta-Wintersa)

o Podwdjne wygtadzanie wykfadnicze stosowane jest w
przypadku, gdy zmienna wykazuje wyrazny trend

)702)’0

Mo = mg
Ye=oy:+(1— )(?t—1+gt71>
be =B (e~ Ye-1) + (1~ B) bes

gdzie sktadnik by mozna zinterpretowaé jako nachylenie trendu

@ Zauwazmy, ze w tym przypadku zaréwno b; jak i sktadnik samo
y: uzyskiwane jest za pomoca wygtadzania wyktadniczego
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Wygtadzanie wyktadnicze, ustalanie parametru o oraz

wartosci yo

e Wygtadzanie wyktadnicze jest zasadniczo metoda ad-hoc
(wymyslong bez modelu statystycznego), cho¢ mozna nadaé
jej intepretacje statystyczna

e W zwiagzku z tym parametr

o Parametr o i wartos¢ poczatkowa yg sa czesto ustalane
arbitralnie

o Alternatywa jest ustalenie ich tak, by przewidywania y? byty
najblizsze wartosciom zaobserwowanym przy wykorzystaniu np.
kryterium najmniejszych kwadratéw

t
min Y (Ve — ve)?

Y0.08 s=1
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Prognozowanie na bazie wygtadzania wyktadniczego

o Na bazie wygtadzania wykfadniczego mozna w fatwy sposéb
generowal prognozy:

o Dla wygtadzania wykfadniczego
YT+h=YT
e Dla podwojego wygtadzania wyktadniczego

YT+h=YyT+hm;
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Biaty szum i btadzenie losowe

e Biaty szum
vt = Bo+&

gdzie E (&) =0, Cov (&, & s)=0dlat#si Var(g) =02
e Bfadzenie losowe
Yt=Yt-1t&
e zauwazmy, ze

t
Ye=Yo+t Z &t
s=1
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Btadzenie losowe z dryfem

e Btadzenie losowe z dryfem

Yi=Yye-1+Bo+&
@ zauwazmy, ze

t
ye=yo+Bot+ ) &
s=1
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Staba stacjonarnos¢

@ O procesie stochastym y; méwimy, ze jest stabo stacjonarny
jesli spetnione sa nastepujace zatozenia:

E(y:)=u
Var (y:) = o2
Cov (yt,Yt—h) = Oh

@ Intuicyjnie proces stochastyczny jest stacjonarny jesli struktura
korelacji miedzy y; z réznych okreséw nie zmienia sie w czasie

@ Proces stachastyczny y; jest trendostacjonarny, jesli wartos¢
oczekiwana nie jest stata (podlega trendowi
deterministycznemu) E (y;) = U; ale

Var (y: — i) = 6°

Cov (vt — Ut,Ye—h — Ut) = Op
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Silna stacjonarnos¢

@ O silnej stacjonarnosci méwimy wtedy, gdy rozktad wektora
zmiennych losowych [yt,...,ye+s] nie zalezy t dla kazdego s
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Zmienne zintegrowane

@ Szczegdlnym rodzajem zmiennej stacjonarnej jest zmienna
zintegrowana rzedu 0 x; ~ /(0). Zmienng /(0) definiuje sie
jako zmienna stacjonarny.

e My ograniczamy sie do przypadku, gdy /(0) mozna
przedstawi¢ jako proces liniowy, czyli proces, ktéry mozna
przedstawi¢ jako x; = Y72 0;€:_;, gdzie & i € s3
nieskorelowane i/ # j i stacjonarne.

@ Zmienna zintegrowany rzedu d oznaczany jako x; ~ /(d), to
taka zmienna, ktéra po zastosowaniu d-tych réznic staje sie
zmienna zintegrowana rzedu 0: A9x; ~ /(0).
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Btadzenie przypadkowe, proces I(1)

@ Przyktadem zmiennej niestacjonarnej zmienna zachowujaca sie
zgodnie z modelem btadzenia przypadkowego

Yt=Yt-1+&

@ Rekursywnie podstawiajac

t
YtIYO+ng

s=1
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Btadzenie przypadkowe, weryfikacja stacjonarnosci

o Jesli zatozymy, ze yp =0, to

E(y:)=0
t
Var (y:) = Z Var (&) = to?
s=1
t—h
Cov (yt,yt-h) = Var (&) = (t— h) o’

Il
A

s

@ Zauwazmy, ze dla btadzenia przypadkowego korelacja miedzy
realizacjami maleje liniowo

~ Var(y:) t—h
Cov (yt,Yt—n) t

Ph
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Btadzenie przypadkowe, proces I(1)

@ Wariancja i kowariancje btadzenia przypadkowego zaleza od
czasu - zmienna ta jest niestacjonarnal Zauwazmy, ze
kowariancje miedzy realizacjami zmiennej maleja bardzo wolno
- w przyblizeniu liniowo.

e Odejmujac od obu stron réwnania dla btadzenia losowego y: 1
otrzymujemy:

Ye—Yi-1=Ayr = &

@ Po zastosowaniu pierwszych réznic otrzymaliSmy zmienng
zachowujaca sie zgodnie z modelem biatego szumu - zmienng
1(0). Whnioskujemy z tego, ze btadzenie przypadkowe jest /(1)
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Proces AR(1), proces 1(0)

@ Rozwazmy model

Ye=U+ QY1+ &

dla & ~ 11D (0,62) i |at| < 1

@ Stosujac rekursywne podstawianie uzyskujemy

Yt = Z Otil.t + Z aigt_,' = L + Z Otiet_;
i—0 i—0 l-a =
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Proces AR(1) cd.

o Weryfikacja zatézen stacjonarnosci

i
E =—
(ve) 1—o
2
o
Var(yf) = 1 _az
aho?
Cov (yt,yt—n) = 12

@ Zauwazmy, ze w przypadku procesu AR (1) korelacja miedzy
realizacjami maleje wyktadniczo

P = COV(}/tathh) _ (Xh

Var (yt)
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Zmienne niestacjonarne w ekonomii

e W ekonomii wazne sa jedynie zmienne /(1) i /(2)
@ Wiele zmiennych w ekonomii wyglada tak na zmienne /(1).

@ W znanym artykule Nelson i Plosser (1982) pokazali, ze
znaczaca czes¢ szeregdw makroekonomicznych wyglada na
szeregi /(1)
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Funkcja ACF

e Funkcja autokorelacji ACF (Autocorrelation Function)

@ Funkcja ACF dla pewnego k, oznaczane jako py, jest réwna

pi = Cov (yt; Ye—k)
Var (yt)

o Funkcja autokorelacji pozwala stwierdzi¢ jak silna jest korelacja
miedzy poszczegdlnymi realizacjami zmiennej y;.
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Funkcja PACF

e Funkcja autokorelacji czastkowej PACF (Partial
Autocorrelation Function).

@ Funkcja PACF dla pewnego k, oznaczana jako x, jest réwna
wyestymowanemu wspoétczynnikowi o w modelu AR (k)

Ye=u+oiyr1+... .+ 0yt &

@ Funkcja autokorelacji czastkowej pozwala zbada¢ istotnosé
odlegtych opdznien.
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Test DF (Dickey-Fullera)

@ Badamy, czy zmienna jest niestacjonarna

o Najprostszy przypadek

Ye=PByi-1+&

@ Hp: P =1, wtedy y; jest niestacjonarna (jest btadzeniem
przypadkowym - zmienng /(1))

e Hi:|B| <1, wtedy y; jest stacjonarna

o Przeksztatcajac

Ay: = (B-1)yt1+é&
= PYt-1+E&

@ Hp:p =0, wtedy y; jest niestacjonarna
e Hi:p e (—2,0), wtedy y; jest stacjonarna
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Test DF - przeprowadzanie testu

@ Hipotezy, ze p =0 nie mozna bada¢ za pomoca standardowych
tablic - uzywamy do tego specjalnych tablic dla testu DF
e Sposob przeprowadzania testu:
@ Przeprowadzamy regresje Ay: na y; 1
@ Poréwnujemy statystyke t dla y; 1 z wartosciami krytycznymi
testu DF. Jesli statystyka jest mniejsza od wartosci krytycznej
odrzucamy Hy.
o W tescie Dickey Fullera:
e Hy zmienna jest niestacjonarna
e H; zmienna jest stacjonarna
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Test ADF (Rozszerzony test Dickey-Fullera)

o Czgsto w regresji Ayr = py+—1+ & wystepuje autokorelacja

@ Autokorelacja w regresjach z opézniong zmienng zalezna jest
bardzo niekorzystna - prowadzi do wystapienia problemu
réwnoczesnosci.

e Stosujemy wtedy test DF z rozszerzeniem (test ADF -
Augmented Dickey Fuller)

k
Ay =pyt1+ ) Viby:_i+&
i=1

o llos¢ opéznien k dobieramy w taki sposéb, by w modelu nie
wystepowata autokorelacja.

@ Podobnie jak w tescie DF do testowania uzywamy statyki ¢
(oznaczanej czasami jako z) policzonej dla parametru p

@ Hipoteza zerowa i alternatywna identyczne jak w tescie DF
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ADF, uwzglednianie trendu

@ Sposéb uwzglednienia statej lub trendu w regresji ADF:

QO Ay:=pyr1+ Zf'(:1 YiAyr—i + &
Q@ Ayi=a+pyr1+ Z,/'(:1 YiAyr—i+ &
Q@ Ayi=a+bt+py: 1+ Zf(:1 YilAy: i+ &

o Dla kazdej z tych mozliwosci stosuje sie inng wersje tablic
ADF
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Test KPSS (Kwiatkowski, Phillips, Schmidt, Shin)

@ Mozliwe jest takze testowanie stacjonarnosci za pomoca
testow, w ktorych Hy méwi, ze zmienna jest /(0)

@ Tego rodzaju testem test KPSS

o W modelu
ye=0+C+&

gdzie & jest /(0) oraz

G =Ce1+ e, up ~ 11D (0,02)

a wiec (; jest btadzeniem przypadkowym.

e Testujemy Hp : 6, =0 co jest réwnowaznie hipotezie, ze
Ct = 0
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Test KPSS, cd.

@ Jesli Hy jest prawdziwa, btadzenie przypadkowe nie odgrywa
roli i y; jest stacjonarne.

o Jesli odrzucimy Hy, to musimy przyjaé hipoteze alternatywna,
ze zmienna jest niestacjonarna.

o Czesto sie zdarza (szczegélnie jesli mamy mato obserwacji), ze
zaréwno Hoy w tescie DF (niestacjonarnos¢) jak Ho w tescie
KPSS (stacjonarnosc), nie moga by¢ odrzucone.

@ Sposéb pozbywania sie wptywu korelacji miedzy €; jest w
przypadku testu KPSS dosy¢ skomplikowany.
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Wielomiany operatora op6znien

o Zdefiniowalismy
Lth = Xt—s

o Poniewaz
[1+aL+(aL)2 + ...(aL)"} (1—al)=1—(aL)"*
wiec
1+al+(al)®+...(al)" = (1—aL)* [1 - (aL)"H}

o Jedli |a] < 1to

(1—al) ™' =Y (aL)

Ms

1

@ Whiosek: 1—al mozna odwédci¢ jesli |a] < 1
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Wielomiany operatora op6znien c.d.

o Model
Yye=U+o1yt-1+0yt-2+...+0pyt—p+ &

mozna zapisac:
A(L)yr =u+&

e gdzie A(L) jest wielomianem operatora opdznien:

A(L)=1—ail—apl®—...—aplP
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Wielomiany operatora op6znien c.d.

e Wielomian o tych samych wspétczynnikach dla liczby
zespolonej x

A(x)=1—aix—axx® —...—apxP

takie wielomian mozna sfaktoryzowa¢ nastepujaco
(fundamentalne twierdzenie algebry):

A(x)=(1—A1x) x...x (1 —2Apx)

gdzie u; = li_l s3 pierwiastkami tego wielomianu (pierwiastki
te moga by¢ zespolone)

o ldentyczna faktoryzacja bedzie mozliwa dla wielomianu
operatora opdznien

A(L) = (1—Agl) % ... x (1= ApL)
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Wielomiany operatora op6znien c.d.

e 1—A;L moze by¢ odwrécony jesli |4;] < 1.
@ A(L) moze by¢ odwrécony jesli |A;| <1 (albo |u;| > 1) dla
i=1,...,p, jego pierwiastki lezg poza kotem jednostkowym

@ Odwracalny A(L)_1 moze zosta¢ zapisany nastepujaco

AL =1 -0 x L ox (1= AsL)

[ge]- |
:;%y

gdzie Wo, W1, Yo, ... s3 wspotczynnikami malejacymi
wyktadniczo do zera.

I
~
o

| S
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Test HEGY

@ Test HEGY: decompozycja wielomianu opéznien dla
sezonowosci kwartalnej

Np=1-1* = (1-1%)(1+L?)
(1-L)(1+L)(1—iL)(1+iL)
(1 L)(1+L+L2+L3)

= (1+L)(1-L+L2-1?)

o Pierwiastki wielomianu opdznien
e U3 =1, 1— L, pierwiastek niesezonowy
o p=—1,14+L jesliyy=11i,to (1-L)(14+1L)= (1—L2)
pierwiastki sezonowe pétroczne
o ulzl, u4:—1,ﬂ3zl'iu4:—i, to
(1-L)(1+L)(1—iL)(14iL) = (1— L*) pierwiastki sezonowe
kwartalne
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Test HEGY, c.d.

@ Sprawdzamy, czy w szeregu wystepuje pierwiastek g =1. W
najprostszym przypadku Hp : pu; = 1:

(I—ml)(1+ L+ L2+ 13y, =&
@ Testowanie pierwiastka niesezonowego
Ngyr=(1 —1)L(1+ L+ L2+ L) yr+ & =py1e-1+&

gdziep=p—1liy;;=(14+L+L2+ L3y, Ho:p=0
@ Sprawdzanie istnienia pozostatych pierwiastkéw przebiega
analogicznie

@ Regresje definiujemy w ten sposéb, by mozna byto takze
przetestowac tacznie istnienie poszczegélnych pierwiastkow
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Test HEGY c.d.

@ Regresja HEGY

Agyr = Ty1t-1+My2t-1+MYy3t-1+Tay3 2
4 k
+ Y D +YT+ Y 0ilay i+&
s=1 t=1
gdzie
_ 2 3
vig = (LT+L+L5+L)y,
yor = —(1=L+12—1?)y,
y3r = - (1 - L2) Yt

@ Hipotezy testowane:
e Hp: m =0 pierwiastek jednostkowy niesezonowy
e Hy: m =0,m =0 pierwiastki sezonowe pétroczne
e Hy: m =0,m =0,m13 =0,7, = 0 pierwiastki sezonowe
kwartalne
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Modele autoregresyjne ze srednia ruchoma ARMA(p,q)

@ Proces ARMA(p,q) (AutoRegressive Moving Avarege) mozna
takze zapisa¢ nastepujaco

Ye=u+oiyr-1+...+0pyt—pt+ &+ O1&1+...+ qut—q
AR MA

i zaktadamy, ze innowacje &; sa nieskorelowane E (&:,€s) = 0.
e Zapis modelu ARMA(p,q) przy uzyciu wielomianéw operatora
opdznien
A(L)=1—ogl—opl?—...—oplP

B(L)=1461L+6,L%+...+6,L7
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Estymacja modelu ARMA

o Model
yr=u + alyt_]_ +...+ Ocpyt_p =+ &t -+ 6181‘—1 +...+ qut—q

nie mozna oszacowa¢ MNK poniewaz &;_; sa nieobserwowalne
o Definiujg ur = &+ 601&:_1+ ...+ 03€:_q uzyskujemy model:

Ye=u+oryr-1+...+0pyr—p+us

ale w tym modelu u; bedzie wykazywata autokorelacje a w
konsekwencji y; bedzie skorelowane z u;

@ Rzeczywiscie n.p. zmienna objasniajaca y; 1 w modelu dla y;
zalezy od &; 1 ale od &;_ 1 zalezy takze u; a zatem y; 1 jest
skorelowane z u; i mamy problem endogenicznosci
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Estymacja modelu ARMA(p,q) c.d.

e Jesli g =0, to model AR(p), mozna wyestymowa¢ MNK.

o Jesli g # 0, estymatory MNK asymptotycznie obcigzone
(réwnoczesnosc).

o Nalezy zastosowa¢ estymatory MNW (Metode Najwiekszej
Wiarygodnosci).

@ Do testowania hipotez mozna zastosowac¢ testy LM, LR lub
w.

o Ustalenie wielkosci parametréw p i q.

o na bazie ksztatu funkcji ADF i PAF
o kryteria informacyjne
e od ogélnego do szczegdtowego
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Whtasnosci ACF i PACF dla modeli ARMA(p,q)

Ksztatty funkcji ACF i PACF zaleza od wielkosci parametréw
pig.
Wykreséw ACF i PACF uzywa sie do celéw diagnostycznych.

Mozna udowodni¢, ze:
W przypadku, gdy p >0

o funkcja ACF maleje wyktadniczo

o funkcja PACF istotna jedynie dla p pierwszych wartosci
W przypadku gdy g >0

o funkcja ACF istotna dla pierwszych g wartosci pk

o funkcja PACF maleje wyktadniczo
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Ustalanie p i g na podstawie ksztattu ACF i PACF

o Wielkos¢ p i ¢ mozna mniej wiecej oszacowaé na podstawie
ksztattu funkcji ACF i PACF

@ Przy ostatecznym ustalaniu wielkosci p i g lepiej jednak
postuzy¢ sie formalnymi procedurami testowania

o Jesli funkcja ACF i PACF nie maleje powinniémy d razy
zréznicowac yy, tak by ACF i PACF zaczely maleé - ilos¢
takich réznicowah mozna takze ustali¢ na podstawie testéw

o Jesli w ACF i PACF pojawiaja sie regularne skoki w
krotnosciach réwnych prébkowaniu danych (np. dla danych
kwartalnych w wielokrotnoscich 4), sugerowac¢ to bedzie
sezonowo$¢. Mozna ja usunaé stosujac réznicowanie sezonowe
lub umieszczajac elementy sezonowe (model
SARIMA(p,d,q)(P,D,Q))
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Dobér parametréw p i g

e Model ARMA(p,q)
Ye=U+0ony:r 1+0pye pt+E+ 6016 1+...+ 6048 ¢

@ Nie znamy wielkosci p, q.

@ Mozemy uzyska¢ zgodne oszacowania tylko wtedy jesli w
modelu nie wystepuje autkorelacja.

@ Celem jest znalezienie takiego modelu, ktéry miatby mozliwie
mato parametréw (mate p,q), i w ktérym nie wystepuje
autokorelacja.

@ Szukamy modelu sposréd modeli branych pod uwage, ktéry ma
najnizsza wartos$¢ kryteriéw informacyjnych
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Metoda od ogdélnego do szczegdtowego

@ Metoda od ogdlnego do szczegdtowego:
@ wybieramy najwieksze sensowne p, g (zazwyczaj wystarczy
p=3,q=3)
© testujemy sekwencyjnie taczng nieistotnos$¢ coraz wikszej liczby
ostatnich opéznien (n.p. oz =0 i 683 =0, nastepnie
o3 =0p=0i03=0, nastepnie az =0 =01 63 = 6, =0 etc.)
@ Wybieramy pierwszy model, dla ktérego musielismy odrzuci¢
Hp o nieistotnosci op6znien
o Kryteria informacyjne: sposréd modeli wybieramy ten, dla
ktérego wartos¢ kryterium informacyjnego byta najnizsza.

@ Na koniec testujemy, czy reszty nie sa skorelowane - mozemy
do tego uzy¢ testu partmanteau nazywanego takze testem
Ljunga-Boxa, Hp: zmienne jest biatym szumem (ciagiem
nieskorelowanych zmiennych losowych)

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych



Kryteria informacyjne

@ Czy istnieja miary dopasownia, ktére uwzgledniataby ilos¢
traconych w procesie estymacji stopni swobody?

@ Statystyki takie istnieja i nosza ogdlna nazwe kryteriéw
informacyjnych.

o Jedna z takich statystyk jest skorygowane R? jednak te
statystyke mozna zdefiniowa¢ jedynie dla modelu liniowego

@ Dla modeli szacowanych na bazie modelu statystycznego
mozna znalez¢ tak zwane kryteria informacyjne
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Kryteria informacyjne c.d.

Najbardziej popularnymi z nich jest kryterium informacyjne
Akaike AIC (Akaike Information Criterion)

Bayesowskie kryterium informacyjne Schwartza BIC (Bayes
Information Criterion) - okreslane skrétami SC,SBC, SIC
W modelu szacowanym MNK kryteria ta dane sa wzorami:

BIC = —2¢ (5) +Klog(T)

AIC = —2¢ (5) 12K

2K(K+1)

T-K-1

gdzie K to liczba parametréw a T to liczba obserwacji

Za najlepszy uznaje sie ten model, dla ktérego kryterium
informacyjne uzyskuje najmniejszg wartos¢.

Pokazano, ze dla pewnych ogélnych zatozen, dla T —
wybrany na podstawie AIC, AIC., BIC model zawiera¢ bedzie
poprawny zbiér zmiennych objasniajacych.

AlC. = AIC+
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Prognozowanie za pomoca modeli ARMA(p,q)

Proste narzedzie stuzace do prognozowania przysztych y;

Szczegblna zalety tej metodologii prognozowania jest jej
prostota

@ Rozpatrzmy wzér na y;i1

Y41 = HF0QYT+0pYT—p+1
+eT41+01ET+ ...+ 04T g1

e Wartos¢ €741 jest niemozliwa do oszacowania (& sa
nieskorelowane w czasie) wiec ja pomijamy

® &,...,E_q4+1 Zastepujemy przez ich oszacowania e;,...,er_g11
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Prognozowanie za pomoca modeli ARMA(p,q)

@ Oczywistym wzorem na prognoze y; dla okresu T +1 jest wiec:

Y41 = H401yr+0yr-1+...4+0pyT—ps1
—1—91er+62e7,2+...+0qer,q+1

@ By sformutowa¢ prognoze y; na okres t+2 mozemy postuzyé
prognoza dla y;i1

j/\T-i—z = /j + 6‘15’\T-~-1 + 652)/T + ...+ apyT—p-i,-Z
+6er+...+ equ,quz

@ Prognoze dla y7. s uzyskujemy podstawiajac za
YT+1s---,YT—p+s rekurencyjnie policzone prognozy
YT+1- s YT—pts
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Wtasnosci prognoz ARMA

e Dla duzych s wptyw yr,y71 1,...1 €7,€7_1,... Na Y145
maleje do zera

o Z tego powodu prognozy wygenerowane dla procesu ARMA

zbiegaja do y* = pu* = o —o-
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Modele ARIMA(p.d.q)

@ W modelach ARIMA problem niestacjonarnosci rozwigzuje sie
poprzez d krotne réznicowanie zmiennej modelowanej

e Uzyskujemy w rezultacie model ARIMA(p,d,q)

Alyy=putonyr 1+...+ 0y pte+61& 1+...+6048 4
badz
A(L) A% = B(L) &
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Ustalanie d na podstawie ACF i PACF

@ W kontekscie modelowania za pomoca modeli ARMA problem
niestacjonarnosci wykrywany byt za pomoca funkcji ACF i
PACF.

@ Zmienne niestacjonarne charakteryzuja sie

o wysoka korelacja miedzy realizacjami - wolno malejaca funkcja
ACF

o bliska jednosci wartoscia wspétczynniki przy pierwszym
op6znieniu - PACF dla pierwszego op6znienia bliskie jednosci
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Ustalanie d na podstawie ACF i PACF

o Jesli funkcja ACF nie maleje powinnismy d razy zr6znicowac
yt, tak by ACF i PACF zaczely male¢ - ilos¢ takich réznicowan
mozna takze ustali¢ na podstawie testéw na wystepowanie
pierwiastkéw jednostkowych

o Jesli w ACF i PACF pojawiaja sie regularne skoki w
krotnosciach réwnych prébkowaniu danych (np. dla danych

kwartalnych w wielokrotnoscich 4), sugerowac¢ to bedzie
sezonowosC.
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Modele SARMIA(p,d,q)(P,.D,Q)

e W modelu SARIMA uwzgledniamy dodatkowo elementy
sezonowe

@ Sezonowos¢ moze by¢ uwzgledniona zaréwno przez
réznicowanie sezonowe jak i umieszczenie w modelu
sezonowych elementéw autoregresyjnych badz zwiazanych ze
$rednia ruchoma

e Zapis modelu SARMIA(p,d,q)(P,D,Q,s)

A(L)As (L) AYAPx, = B(L) Bs (L) &

A(L)=1—ogl—opl?—...—oplP
B(L)=1461L+6,L%+...+6,L7
As(L)=1—0s1L° —asol® — ... — a5 pL™*

Be(L)=1+651L5+ 6,12 +...+6,L%
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Ustalanie wielkosci P, Q, s

@ Do oszacowania s, P i Q@ mozemy postuzy¢ sie funkcjami ACF
i PACF. Efekty sezonowe pojawiaja sie w nich jako
periodyczne (z okresem s) spadki lub wzrosty

@ Liczbe réznicowan Q ustalamy na bazie wynikéw testéw na
sezonowe pierwiastki jednostkowe

@ Do ustalenia prawidtowej wielkosci p,d, P, @ mozemy uzy¢
kryteriéw informacyjnych badz metody od ogélnego do
szczegobtowego
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Testy diagnostyczne

@ Wazne przy estymacji modeli autoregresyjnych jest brak
autokorelacji, poniewaz skutkuje ona brakiem zgodnosci
estymatoréw

@ Testem na brak autokorelacji w przypadku modeli
ARIMA(p,d,q) jest test Ljunga-Box'a (patmanteau):

m A2
Q= n(n+2)kz’1nl2< L, x,%,_p_q,
gdzie
B = (T—- k)ZtT:k—H (e =Y) Y-k —Y)
TAY (e —y)
jest wspétczynnikiem korelacji rzedu k a m jest liczba py
uwzglednionych w trakcie liczenia statystyki.
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Modele DL

e Model, w ktérym wystepuje jedynie czes¢ DL (Distributed
Lags)
@ Prosty w analizie jesli x; i op6znione x; s3 nielosowe

@ Model moze spetnia¢ zatozenia KMRL.
yt:u+ﬁoxt+...+ﬁpxt,p+€t:‘I,L—|—D(L)Xt+8t

e W przypadku modeli dynamicznych wspétczynniki przy
zmiennych objasniajacych opisuja reakcje zmiennej zaleznej z
okresu t na zmiany zmiennych niezaleznych z okresu t oraz
okreséw wczesniejszych

o W zwigzku z tym przy interpetacji tych wspoétczynnikéw
modelu nalezy dokfadnie okresli¢ czy chodzi nam o:

o zaleznosci miedzy zmiennymi w potfozeniu réwnowagi
o natychmiastowg (krétkookresowa) reakcje zmiennej zaleznej na
zmiene w zmiennej niezaleznej
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@ Wielkos¢ natychmiastowowe] reakcje y; na zmiane jednostkowa
zmiane x; nazywamy mnoznikiem bezposrednim (impact
multiplier)

@ Jesli x; pozostanie na tym wyzszym poziomie takze w T
kolejnych okresach, to wielkos¢ reakcja y; na taka zmiane x;
nazywamy mnoznikiem skumulowanym (cumulated muliplier)

o Wielko$¢ wptywu trwatej zmiany x; na y; nazywamy
mnoznikiem dtugookresowym (long-run multiplier)

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych



Mnozniki: model DL

o W przypadku modeli DL:
o Wptyw zmiany x; o Ax; powoduje zmiane y; o Ay; réwna:

E(ye+Ayr) = p+Bo(xe+Axe)+...+Bpxep
= E(yt)+Bolx:
Woptyw ten mierzymy mnoznikiem bezposrednim:

E(Ayr)

Axt - BO
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Mnozniki: model DL

e Wptyw zmiany x o Ax, ktéra nastapita T okreséw temu
powoduje zmiane y; o Ay; réwna

E(ye+Ay:) = pu+PBo(xe+Ax)+...+ B, (xe—r+ Ax)
FBrp1Xe—pr1t .+ Brxep

= E(yt)+ (i{)ﬁ’> Ax

Zmiane te mierzymy mnoznikiem skumulowanym:
E( AYH ) -
B.= g Z Bi

e Dtugookresowy wptyw zmiany x o Ax mierzymy mnoznikiem
dtugookresowym. Jest on réwny mnoznikowi skumulowanemu
dla T— oo

E(Ay) . ©
N —ﬁ—igﬁ,-

@ Miarg szybkosci reakcji zmiennej zaleznej na zmiany zmiennych
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Modele autoregresyjne o roztozonych opéznieniach (ADL)

o Czesto okazuje sie, ze wprowadzajac do modelu jako zmienng
obajsniajaca, op6zniong zmienna zalezng uzyskuje sie model o
lepszym dopasowaniu i mniejszej ilosci parametréw

@ Mozna to wyttumaczy¢ miedzy innymi tym, ze wiele zjawisk
ekonomicznych charakteruzuje sie spora inercja

@ Model, w ktérym wystepujg op6znione zmienne zalezne
nazywamy modelem autoregresyjnym

@ Ogolna klasa takich modeli s3 modele ADL (Autoregressive
Distributed Lags) postaci

Yo = OQiyr1+...+0pyt—p

AR
+u+Boxe+Pixe—1+... +Bxt_s+ &
DL
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Modele ADL

@ Model ADL mozna tez zapisa¢ za pomoca wielomianéw
operatora opéznien

gdzie
A(L)=1—ogl—opl?—...—aplP

D(L)=Bo+BiL+...+BL°
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Modele ADL: mnozniki

@ Tak samo jak w przypadku modeli DL interesuja nas dwa typy
mnoznikéw: bezposredni i dtugookresowy.

@ Mnoznik bezposredni mierzy wptyw zmiany x; o Ax; na
oczekiwany poziom y;. Oznaczmy zmiane y; jako Ay;.

E(y:+Ayt) = E(ye) + Bolx;

0,

a wiec mnoznik krétkookresowy jest réwny B,
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Modele ADL: mnozniki

@ Zmieniamy X, X¢_1,... 0 Ax. W tym przypadku oczekiwana

zmiana Ay;

E(yt+Ayt) = (XlE()/tfl+Ayt,1)—I—...-i—OCpE(yt,p—l—Ayt,p)
+u +(Xt+AX)B0
+(xt—1+AX) B+ ...+ (xe—s + Ax) B,

jest réwna

E(Ay:) = aE(Ayr-1)+...+E(Ayt—p)
+(Bo+Bi+...+Bs)Ax
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Modele ADL: mnozniki

e Wptyw zmiany x na y w dtugim okresie stabilizuje sie:
E(Ay)=E(Ay:) = E(Ayr-1)=...= E(Ayep)
@ Dtugookresowy mnoznik B jest wiec réwny

E(Ay) B = BotBi+-.-+Bs :A(1)‘1D(1)

Ax l—op—...—p
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Réwnowaga dtugookresowa

e Stan réwnowagi dtugookresowej (rozwigzanie dtugookresowe)
jest to stan, w ktérym warto$¢ oczekiwana zmiennej zaleznej
pozostaje stata w czasie o ile nie zmieniaja sie zmienne
niezalezne.

@ Rozwiazanie dtugookresowe jest bardzo wazne , poniewaz
wiekszos¢ teorii ekonomicznych dotyczy relacji miedzy
zmiennymi w stanie rownowagi.

@ Stan réwnowagi dtugookresowej znajdujemy uzywajac jego
definicji definicji, a wiec zaktadajac, ze wartos¢ oczekiwana
zmiennej zaleznej i wartosci zmiennych niezaleznych sa state w
czasie

y© = E)=EW-1)=...=E(yt-p)
X = Xt=Xi_1=...= Xi_s
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Modele ADL: stan réwnowagi dtugookresowe;

e Wstawiajac to do definicji modelu ADL otrzymujemy:
(I—og—...—0p)y =pu+Box"+B1x +...+Bx"
@ Dla modelu ADL implikuje to, ze réwnowaga dtugookresowe

zachodzi, gdy spetnione s3 nastepujace zaleznosci miedzy
zmiennymi:

yi=u +x B=A1)Tu+A1) I D(1)x*

gdzie u* = #...—ap =A1) 'ua
p =gl = A1) D).

e Zauwazmy, ze 3 jest doktadnie réwna mnoznikowi
dtugookresowemu, ktéry znalezlismy wczesniej

@ Dla modelu czysto autoregresyjnego, rozwigzanie
dtugookresowe bedzie miato posta¢

yr=r

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych



Modele ARIMAX

e W ogdlniejszym przypadku mamy do czynienia z modelami
ADL z btedem losowym w postaci ARMA (p, q)

Adyt :.U,+B0Xt+...+ﬁsxtfs+ut

Ur = 00Ut 1+...+0pUt_p+ &+ 01&_1+...+0q€E_¢

e Model ARIMAX jest wiec modelem D (L) z btedem losowym,
majacym postac procesu ARIMA(p,q)
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Modele ARIMAX

@ Zapis przy uzyciu wielomianéw operatora opéznien
A(L)ur=B(L)&
uy=A"1(L)B(L)e;
ye=p+D(L)xe+ AT (L) B(L)&

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych



Modele ARIMAX

@ Roéwnowazna reprezentacja, model ADL z btedem v; w postaci
procesu MA(q)

Vi :‘u*—|—O£1yt,1—|—...+apyt,p+ﬁ0xt+...+ﬁsxt,s

+E&+ 018 _1+...+0q€_¢

Vi
A(L)y: = "+ D* (L) x: + B(L) &
gdzie u* = A(1)p, D* (L) = A(L) D (L)
@ Analiza dynamicznych wtasnosci btedéw losowych w tych

modelach wyglada identycznie jak analiza wtasnosci y; w
modelu ARMA.
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Analiza przyczynowosci

@ Co to jest przyczyna i skutek?

@ Wazna cecha przyczynowosci:
o zdarzenia wczesniejsze powodujg zdarzenia p6zniejsze
e zajscie przyczyny umozliwia przewidzenie zajécia skutku

@ Przyczynowos¢ w sensie Grangera:

Zmienna jest przyczyna w sensie Grangera jesli biezace wartosci
zmiennej y mozna doktadniej prognozowa¢ przy uzyciu przesztych
wartosci x niz bez ich wykorzystania.
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Analiza przyczynowosci

e W modelu ADL
k k
ye=a(t)+ Z iy + Z Bix—i+ &
i=1 i=1

gdzie a(t) jest czescia deterministyczna modelu (n.p.
a(t)=yw+mnt) jesli pr=P2=...=PBx =0, to x nie jest
przyczyna w sensie Grangera y

Test przyczynowosci Grangera

Test hipotezy

Hp :x nie jest przyczyna w sensie Grangera y
przeprowadzamy testujac hipoteze taczna, ze wszystkie
wspotczynniki przy op6znionych x sa réwne zero:
Ho:Bi=Pa=...=Bx=0
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Zgodnos¢ estymatoréw MNK dla modeli ADL

@ Zmienne objasniajagce w modelu ADL musza by¢ z géry
ustalone (egzogeniczne lub endogeniczne opdznione)

o Jesli modelu wystepuja opéznione zmienne zalezne i
autokorelacja, to wystapi réwnoczesnosé

e estymator byyk bedzie w tym przypadku nie bedzie zgodny

@ Z tego powodu w modelach tych trzeba zawsze dazy¢ do
usuniecia autokorelagji

@ Do testowania autokorelacji mozna uzywa¢ testu
Breuscha-Godfreya

@ W modelach z czescia autoregresyjna nie powinno uzywac sie
testu DW, moze dawa¢ nieprawidtowe wyniki

@ Autokorelacje mozna zazwyczaj usuna¢ zwiekszajac liczbe
opOznien
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@ O zmiennych xi: ~ [ (1) i x2r ~ I (1) méwimy, ze s3
skointegrowane jesli istnieje takie B, ze x1: + Bxor jest 1(0).

o W przypadku wektora x;, jesli kazdy element wektora x; jest
(1), to méwimy, ze elementy tego wektora sa skointegrowane
wektorem kointegrujacym S, jesli B'x; jest /(0)

@ Istnieje taka kombinacja liniowa elementéw wektora x;, ktéra
jest 1(0), mimo ze elementy tego wektora sa /(1)

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych



Regresja pozorna

@ Problem regresji pozornej moze sie pojawi¢ jesli zmienne w
modelu nie s3 /(0)

@ Moze to dotyczy¢ zaréwno zmiennych objasnianych jak i
objasniajacych

o W regresji ze zmiennymi /(1) uzyskujemy w duzych prébach
istotne statystyki t w MNK nawet jesli zmienna endogeniczna
i zmienne egzogeniczne s3 od siebie niezalezne. Estymator
MNK w takiej regresji jest dalej zgodny.
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Eksperyment Grangera i Newbolda (1974)

o Przeprowadzmy regresje y; na x;, gdzie y; i x; s3 niezaleznymi
zmiennymi /(1).
¥t = Bo+Pixe + e
@ Wartosci p z rozktadu t-studenta i uzyskane z symulacji dla
hipotezy Hp : 1 = 0.

p-stwo, ze |t| > ty
liczba obserwacji | to | t-student symulacja
10 2.31 0.05 0.28
100 1.98 0.05 0.76
1000 1.96 0.05 0.93
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Eksperyment Grangera i Newbolda - wnioski

o Dla duzej liczby obserwacji jest niemal pewne, ze |t| > ty i ze
w konsekwencji odrzucimy prawdziwg hipoteze zerowa o braku
zwigzku miedzy zmiennymil

@ Problem regresji pozornej jest potencjalnie bardzo powazny,
poniewaz moze doprowadzi¢ do zbudowania modelu, w ktérym
zmienne s3 catkowicie niepowiazane ze sobg mimo pozornie
istotnych statystyk t

e UWAGA: mimo, ze statystyki t maja catkowicie nietypowe
rozktady w przypadku, kiedy zmienna zalezna jest /(1) i
zmienne niezalezne s3 / (1), to jednak estymatory
wspoétczynnikéw regresji sa zgodne.
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Modele na pierwszych réznicach

@ Proste rozwigzanie problemu regresji pozornej: w przypadku
zmiennych /(1) mozemy oszacowa¢ model na pierwszych
réznicach - te beda /(0) wiec statystyki t beda miaty
standardowe rozktady.

@ Problem: za pomoca regresji na pierwszych réznicach nie da
sie oszacowa¢ réwnowagi dtugookresowej:

Ayt = AXtﬁ-'—Et
E(yt—yt-1) = E(xt—xt-1)B
i przy zatozeniu, ze y* = E(y;) = E(yt-1)=... i

x* = E(x¢) = E(x¢-1) = ... otrzymujemy mato méwiaca
tozsamos¢ 0 = 0f.
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Twierdzenie Grangera i model korekty btedem (ECM)

@ Praktyczne znaczenie pojecia kointegracji zwiazane jest z
twierdzeniem Grangera.

Twierdzenie

Jesli (yt,xt) sa skointegrowane, oraz y; i x; sa I (1), to y; mozna
przedstawi¢ w postaci Mechanizmu Korekty Btedem (ECM — Error
Correction Mechanism)

k—1 k—1
Ayr = a(yr—1—xt-1B) + Z OiAye—j+ Z Axe_jY;+ &
i=1 i=0

gdzie yi 1—xi1 B~ 1(0)
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Znaczenie twierdzenia Grangera

@ Znaczenie twierdzenia Grangera: umozliwia ono nam
interpretacje wektora kointegrujacego jako réwnowagi

dtugookresowej:
y' = EW)=...=E(yt-«)
= E(Ay:)=...=E(Ayx-1)=0
x* = E(x¢)=...=E(x¢_x)
= E(Ax¢)=...=E(Ax4-1)=0
a wiec z ECM:
0=oa(y" —x"B)

@ Réwnowaga dtugookresowa dana wzorem y* = x*f to relacja
miedzy zmiennymi, do ktérej zmienne daza przy braku
zaktécen zwigzanych z btedami losowymi
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Interpretacja elementéw ECM

@ y; — x:f3 jest odchyleniem od tej réwnowagi dtugookresowe;.

@ Odchylenie to jest korygowane za posrednictwem
a(ye-1—xe-1PB).

@ Wspotczynnik o zwigzany jest wiec szybkosciag dostosowania y;
do poziomu réwnowagi.

o Wspotczynniki 6; i v; zwiazane sa z krétkookresowa dynamika
zmiennej zalezne;j.
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Formutowanie ECM

@ Do modelu powinnismy wstawi¢ taka liczbe op6znionych
réznic y; i x¢, by wyeliminowa¢ autokorelacje reszt. Przy
ustalaniu k mozna postuzy¢ sie metoda od ogélnego do
szczegbdtowego badz kryteriami informacyjnymi.

o Testowanie kointegracji ma sens jedynie wtedy, gdy y; i
wszystkie zmienne zawarte w x s3 /(1).

@ Pierwszym etapem analizy kointegracji musi wiec by¢
przetestowanie, czy wszystkie analizowane zmienne sa /(1)
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Dwustopniowa metoda Engla-Grangera

1 STOPIEN: Estymujemy réwnanie na poziomach

Yt:xtB'i' Ut

~/

@ otrzymujemy potencjalny wektor kointegrujacy 1,—f3 .
Poniewaz w regresji zmiennej /(1) na /(1) oszacowanie 3 jest
zgodne wiec reszty U; stanowia "dobre” oszacowanie btedéw
losowych w;.

@ Przeprowadzamy test ADF dla u;: jesli uy ~ 1(0), to
wystepuje kointegracja

@ Rozktad statystyki testu ADF w przypadku testowania
kointegracji zalezy od liczby zmiennych objasniajacych
zawartych w wektorze x;.
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Dwustopniowa metoda Engla-Grangera c.d.

2 STOPIEN: Szacujemy ECM wykorzystujac otrzymane 8
= k-1
App=a <Yt—1 - Xt—lﬁ) + Z 0iAyr—i+ Z Axy_ Y+ &
i=1 i=0

@ Tak uzyskane estymatory parametréw « i 3 sa zgodne ale
nieefektywne

o Istnieja takze inne metody szacowania wspétczynnikéw w ECM
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Zrédta metodologii VAR - krytyka Simsa (koniec lat 70-tych)

@ Prognozy uzyskiwane z duzych strukturalnych modeli
wieloréwnaniowych nie s3 lepsze niz prognozy uzyskiwane z
ARIMA

@ Teoria ekonomii opisuje warunki réwnowagi ale nie ma wiele do
powiedzenia na temat dynamiki dostosowan

e z tego powodu klasyczne dynamiczne modele strukturalne sa
catkowicie arbitralne

@ Podziat na zmienne endogeniczne i egzogeniczne jest
catkowicie arbitralny - w rzeczywistosci, z odpowiednim
op6znieniem, wszystko zalezy od wszystkiego

@ Sims zaproponowat nastepujacy rozwigzanie zasugerowanych
probleméw:

e badania ilosciowe powinny koncentrowa¢ sie wtasciwosciach
dynamicznych modelu zamiast na jego strukturze

e szczegdlnie interesujace jest rozktad w czasie reakcji na szoki
takie jak interwencje rzadowe, zmiany regulacyjne, czy szoki
egzogeniczne
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VAR (Vector Autoregressive Model): forma strukturalna

@ W strukturalnym modelu VAR, zmienna zalezna x;; zalezy od
réwnoczesnych wartosci pozostatych elementéw x; oraz od
opd6znionych wartosci wszystkich zmiennych w modelu

@ Zapis modelu VAR:
Ax;=Bix; 1+4...+ By x; +WD;: +u;

u; ~ 1ID(0,X)
gdzie:
@ x; jest px 1 wektorem zmiennych endogenicznych

@ D jest nielosowym m x 1 wektorem elementéw/trendéw
deterministycznych zawartych w modelu (stata, trend linowy,
zero-jedynkowe zmienne sezonowe etc.)

@ u; jest p x 1 wektorem btedéw losowych

@ X jest p x p macierza wariancji wektora btedéw losowych u;
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VAR (Vector Autoregressive Model): forma strukturalna

@ Zmiennymi objasniajacymi w modelu s3 opéznione zmienne
zalezne w modelu - w tym sensie model VAR jest
wielowymiarowym uogdlnieniem modelu skalarnego modelu
AR.

@ W strukturalnej formie VAR zaleznosci natychmiastowe oraz
op6znione miedzy zmiennymi s3 explicite ujawnione w modelu

e Model VAR w formie strukturalnej jest czesto trudny do
zidentyfikowania, poniewaz trudno jest znalez¢ w ekonomii
teorie dynamicznych zaleznosci miedzy zmiennymi (w
szczeg6lnosci makroekonomicznymi).
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VAR forma zredukowana (standardowa)

@ Mnozac strukturalng forme VAR obustronnie przez A™1
uzyskujemy:

xt=A 1 Bixt1+...+A 'Bix; +A WD, +A L + ¢,
@ Zmieniajac notacje:
xe=Mixe 1+ +Mxe k +PD: + &y,

g: ~ 11D (0,9)
gdzie ;= A 'B;, b=A"1W ¢, = A 'y, Q=A1xzA!
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VAR forma zredukowana - komentarz

@ Zmienne endogeniczne w zredukowanej formie VAR zaleza
wytacznie od op6znionych wartosci zmiennych objasnianych

o Nie znaczy to jednak, ze estymujac VAR w formie
zredukowanej wykluczamy mozliwos¢ wystepowania
natychmiastowych zaleznosci miedzy zmiennymi - zazwyczaj
takie zatozenie jest nierealistyczne

o W przypadku VAR w formie zredukowanej macierze
wspétczynnikéw IM; nie maja interpretacji strukturalnej - moga
by¢ interpretowane jedynie jako mnozniki a nie wspotczynniki
w zaleznosciach behawioralnych
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Estymacja modelu VAR

Model VAR w formie zredukowanej moze by¢ efektywnie
oszacowany przy uzyciu MNK zastosowanego osobno do
kazdego z réwnan modelu pod warunkiem, ze

e nie wystepuje autokorelacja korelacja btedéw losowych
Jezeli narzucone s3 ograniczenia na parametry modelu, to
asymptotycznie bardziej efektywna niz MNK jest MNW.

o zastosowanie MNW wymaga jednak zatozenia, ze

e¢ ~ NID(0,9)

Woystepowanie autokorelacji btedéw losowych powoduje
niezgodnos¢ standardowych estymatoréw parametréw modeli
VAR z powodu wystepowania endogenicznosci
Zwykle autokorelacje mozna wyeliminowa¢ dodajac do modelu
wystarczajaca liczbe opéznien (poprzez wybranie
odpowiedniego k)
Woystepowanie autokorelacji moze by¢ przetestowane za
pomocy testu Breuscha-Godfreya zastosowanego osobno do
kazdego z réwnan lub tacznie do wszystkich réwnan
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Estymacja modeli VAR

@ Modelowanie VAR wymaga duzej liczby obserwacji. Z reguty
niemozliwe jest oszacowanie modeli VAR z duza liczba
zmiennych i duzj liczba opéznien z racji na niewystarczajaca
liczbe stopni swobody.

o W przypadku estymowania modelu VAR ze zbyt matg liczba
stopni swobody tatwo moze pojawi¢ sie problem nadmiernego
dopasowania (overfit). Problem ten pojawia sie, gdy liczba
parametréw do oszacowania jest zbyt duza w stosunku do
liczby obserwacji, taki model wydaje sie dobrze dopasowany ale
w rzeczywistosci ma stabe witasnosci statystyczne i
prognostyczne

@ Testowanie przyczynowosci w sensie Grangera jest w przypadku
modeli VAR szczegélnie fatwe: testujemy taczng istotnosc
wszystkich op6znien zmiennej, ktéra jest potencjalng przyczyna
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Przyktad: jedno z réwnan modelu VAR

@ Przyktad: VAR ze 4 zmiennymi, 4 opéznieniami i stata.
Pierwsze réwnanie modelu:

X1t = M11X1,t-1+M211X1,¢—2 + M311X1,6-3 + Ta,11X1,t—4
+T110X0 -1+ M1,12X2,¢—2 + W3,12X2 +—-3 + M4 12X2 t—4
+71,13X3,t—1 + 72,13X3 t—2 + 73,13X3,+—3 + 74,13X3 t—4
+M14Xa,t—1+ T2 14Xat—2 + 7314X4 t—3 + T4 14X4,t—4
+¢1 + €1t

e W kazdym réwnaniu mamy 17 parametréw. W catym modelu
liczba parametréw do oszacowania: 68!

@ Przetestowanie czy xp jest przyczyna w sensie Grangera x»
przetestowania hipotezy tacznej
Ho : T12=T1 12 =7N312 = 412 = 0.
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Warunki stabilnosci VAR

o W modelu VAR, x;zalezy ode; i x;_1,x:_2,...
xe=Mixe14+...+Mexe i+ (®PD+g;)

@ Taki model moze by¢ zapisany za pomoca wektorowego
wielomianu operatora opdznien:

A(L)Xt =&t

gdzie A(L)=1—TNyL—...— N, Lk
o Jesli A(L)mozna odwréci¢ to x; mozna wyrazi¢ jako funkcje

szokéw i elementéw deterministycznych (model w formie MA)

oo

xt=A1(L)(®D:+e;) =Y Wil (e, +®D;)
i=0
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Warunki odwracalnosci wielomianu A(L)

Warunek odwracalnosci wielomianu A(L):

Wszystkie pierwiastki wielomianu det (A(1)) =0 sa poza kotem
jednostkowym

@ Jesli A(L) jest odwracalny to wptyw szokuge; maleje wraz z
uptywem czasu

e Jesli A(L) nie jest odwracalny, to wptyw szoku nie maleje
wraz z czasem.

e Warunek odwracalnosci A(L) jest wiec dostatecznym
warunkiem stabilnosci modelu VAR.

@ Warunki stabilnosci mozna zweryfikowa¢ badajac wartosci
wiasny macierz zwanej macierzg towarzyszaca.

o Jesli wszystkie wartosci wtasne macierzy towarzyszacej leza w
kole jednostkowym (maja moduty mniejsze niz 1), to
rozwigzania wielomianu A(u) leza poza kotem jednostkowym i
model VAR jest stabilny
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Macierz towarzyszaca

@ Zauwazmy, ze model

Y: n N - Mg Vi1

Y, I 0 - 0 Y

t.l _ | | . t.2 LoD, e,
Yi—k+1 0 / 0 Yi—k

mozna zapisa¢ jako

Y:=AY; 1+10D;+1¢;

gdzie Y, = [y',_k,y’tfl,...,y/tik+1 ,1=1[1,0,...,0].
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Macierz towarzyszaca c.d.

o Wykorzystujac rekurencyjna substytucje i oraz to dekompozycje
SVD A = QN Q! otrzymujemy (A diagonalna):

Y=Y A (10D +1&;) = ) QN Q ' (10D, + 1¢,)
i=0 i=0

e Zauwazmy, ze wspétczynniki w reprezentacji MA modelu VAR
sa rowne W; = 17QN' Q11

@ Warunkiem stabilnosci jest wiec, by wszystkie elementy
diagonalne A (wartosci wtasne macierz towarzyszacej A) miaty
moduty mniejsze od 1

det (A—IL) =0

o Pierwiastki macierzy towarzyszacej A s3 odwrotnosciami
pierwiastkéw réwnania A(u) = 0.

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych



Réwnowaga dtugookresowa model VAR ze statg

o Wartos¢ oczekiwane x; dla stabilnego VAR

E(x:)=E (Z W;L’(¢Dt_;+st_;)> =Y wv,oD,_;

i=0 i=0

o Jezeli jedynym elementem deterministycznym jest stata, to
®D; j=u

oo

E(x)=Y Wiu=ATL)p=(-Ny—...—N) 'u
i=0

@ Roéwnowaga dtugookresowo maze byé w tym przypadku
interpretowana jako wielkos¢, wokét ktérej oscyluja x; na
skutek wptywu zaburzen losowych €;
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Prognozowanie

@ Prognozowanie za pomoca VAR
e 1 prognozy jednookresowe

Xt =Mixr+. . +MexT_44q
e 2 prognozy dwuokresowe

XTio =X+ + N xT_1 40

o s prognozy s—okresowe (s > k—+1)
XTyst1=MiXTis+ . M XT kys
@ Poniewaz E(?T+1 — XT+1) =0, E(?T+2 _XT+2) =0, ...
wiec takie prognozy sa nieobcigzone jeslill; jest znane
@ Dla s — = prognozy daza do réwnowagi dtugookresowe;j.
o Jesli M; jest oszacowana to prognozy sa asymptotycznie
nieobcigzone
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Funkcje reakcji - szoki jednostkowe

@ Funkcje reakcji stuza mierzeniu reakcji x; na szok &;_;

o Wiemy juz, ze

xe=Y Wil (e, +®D,)
i=0

o Wptyw na /-ty element x; jednostkowego szoku w k-tym
elemencie &;;, jest dany przez {W;}, .

o Krytyka: jaki jest sens analizy reakcji na szok jednostkowy
dotyczacy jednego elementu €; w sytuacji, kiedy elementy €,
s3 ze soba skorelowane (€2 jest niediagonalna)?

o jesli szoki sa ze soba skorelowane, to szok dotyczacy jednego
elementu &; wspétwystepuje z szokiem w innych elementach
€+ - w takim przypadkach analiza szoku dotyczacego tylko
jednego elementu €; wydaje sie nie mie¢ sensu - taki scenariusz
jest nierealistyczny
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Funkcje reakgji - szoki zortogonalizowane

@ Mnozac standardowa (zredukowana) forme VAR przez pewna
nieosobliwg macierz C otrzymujemy:

CXt = Cnlxt_1+"’+anxt_k+C¢Dt+C8t
= Fixea+.. . +Texe +TD: 41, (1)

gdziel;, =CN;, T=C®, n,=Cée;~ IID (O, CQC’).
@ Za macierz C wybiera sie zazwyczaj macierz Choleskiego:
e macierz C jest dolnotréjkatna z jedynkami na przekatnej
s CQC'=%p
e macierz X jest diagonalna
o W rezultacie
ne=Cér~N(0,Xp)

@ Whiosek: transformacja modelu przy uzyciu macierzy
Choleskiego ortogonalizuje szoki - szoki s3 nieskorelowane,
realistyczny jest szok wptywajacy na jedno réwnanie
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Szoki zortogonalizowane - interpretacja strukturalna

@ Model uzywany do uzyskania szokéw zortogonalizowanych jest
de facto jest modelem strukturalnym a restrykcje narzucone na
elementy C (jej dolnotréjkatnos¢) identyfikuja parametry
modelu a posrednio tez szoki

@ Definiujace funkcje reakcji macierz wspétczynnikéw w
reprezentacji MA mozna znalez¢ na bazie relacji miedzy
macierzami wspétczynnikéw oraz btedami w formie
standardowej i przeksztatconej

xt=Y WL (®D;+€;)=Y W;,C 'L (TD:+1,)
i=0 i=0

@ Zortogonalizowane funkcje reakcji na szoki s3 prostymi
liniowymi przeksztatceniami funkgji reakcji na szoki
jednostkowe: C~1w;
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Szoki zortogonalizowane - interpretacja strukturalna c.d.

@ Model strukturalny (1), ma nastepujace réwnania:

k
X1e = Y, NiXt—i+ D¢+ M1
i=1
k
Xot = —C21X1t + Z Y2iXt—i+TiDe+ M2t
i=1

G-1 k

Xgt=— Y, CGiXit+ Y Y6iXe—i + TiD¢ + Ne
i=1 i=1
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Szoki zortogonalizowane - struktura przyczynowa

o Cechy takiego modelu strukturalnego (zaleznosci réwnoczesne)
@ szoki
o xi; zalezy od 11t
o xp; zalezy od N1, Mot
°:
@ xgt zalezy od N1¢,..., NGt
@ zmienne Xj;
o xi¢ nie zalezy od réwnoczesnych x;; (j # i)
o xo: zalezy od xy;
@ X3t zaleiy od X1t, X2t
°:
xgr zalezy od xi¢,...,XG_1¢t
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Szoki zortogonalizowane - interpretacja strukturalna c.d.

@ Bardzo szczegdlna struktura przyczynowa - czy mozna j3
uzasadnié na bazie teorii ekonomii?

e Mozliwe rozwiazanie: analiza wrazliwosci (sprawdzamy, czy
kolejnos¢ zmiennych ma istotny wptyw na ksztatt funkcji
reakcji)

o Krytyka: arbitralne restrykcje identyfikowujacych parametry
modelu zostaty zastapione arbitralnymi restrykcjami
identyfikowujacymi szoki
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Wektorowy mechanizm korekty btedem (VECM)

@ Rozwazmy nastepujacy model VAR
Xt =Mxi—1+...+Moxi_o+&;
o Odejmujac x;_1 od obu stron i przeprowadzajac dalsze
przeksztatcenia uzyskujemy:
Ax; = (My—1N)xe1+Moxe 2+&;
= (M—1)xt1+Maxe 1 —Max; 1+ Mox; 2+ &
= (Mi4+Ny—1)x;—1—MyAx; 1+ &;
= Mx;1+T1AXxe 1+ &
gdzieM=Ty+My—1lal;=-T

@ W podobny sposéb mozemy przeksztatci¢ model VAR w
réwnowazna forme typu VECM:

k-1
Axt:nxtfl—k Z riAXt_i+¢Dt+8t, t=1...T (2)
i=1

1=
dzieM=Yx . M—1al=-Yx. N
g - =1 1 I — J:l+1 e



Wektorowy mechanizm korekty btedem (VECM)

@ Kombinacja liniowa zmiennej niestacjonarnej i stacjonarnej jest
niestacjonarna.

o W szczegolnosci jesli x1¢ ~ /(1) i x2r ~ 1(0), to
X1t+@X2t ~ /(1)

e Zatézmy, ze x; ~ I (1) i przeanalizujmy stopnie integracji
elementéw modelu w formie VECM:

k—1
Axt = nxt,1 + Z r,'Athi + d)Dt + &
~~ —~ g = Y~
1(0) (1) 1(0) 1(0)

@ Stopien integracji lewej i prawej strony moze byé réwna tylko
wtedy, gdy Mx;_1 ~ /(0).

Wiersze macierzy T sa wektorami kointegrujacymi

@ Liczba liniowo niezaleznych wierszy macierzy I determinuje
liczbe relacji kointegrujacych miedzy zmiennymi

Jerzy Mycielski Analiza szeregéw czasowych




Twierdzenie Grangera

@ Whioski z poprzedniego slajdu mozna sformutowa¢ w formie
twierdzenia Grangera

Grangera (uproszczone)
Jesli x; ~ 1 (1), i istnieja macierze o i B o wymiarach pxripxr
oraz rzedu r, takie, ze w réwnaniu (2)

n=op’

to x; jest skointegrowane i 8'x; jest /(0)

@ Kolumny macierzy B sa wektorami kointegrujacymi

e Jesli r = p, to macierz I jest nieosobliwa i x; ~ /(0)
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Twierdzenie Grangera - wnioski

e Z twierdzenia Grangera wynika, ze skointegrowany VAR
mozna zapisa¢ jako:

k-1
Axt:aﬁlxt71+ Z r;Axt7i+¢Dt+8t, t=1...T
i=1

o Wyrazenie B'x; mozna interpretowa¢ jako odchylenie od
réwnowagi dtugookresowej (btad)

o Macierz o zawiera wspotczynniki dostosowan

o Macierzl'; zawierajg wspotczynniki wptywajace na dynamike
krotkookresowa

@ Sam model jest wieloréwnaniowym uogélnieniem modelu ECM
(Wektorowy Mechanizm Korekty Btedem VECM)
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Test Johansena

@ Liczbe relacji kointegrujacych ustalamy wykorzystujac testy
rzedu macierzy kointegrujace;

o Najbardziej popularnym testem tego typu jest test Johansena
(statystyka $ladu - trace statistic)

@ Test ten jest testem bazujacym na statystyce LR dla Hy: r=s
przy alternatywie Hj : r > s postaci:

LmaX(H(P))]
Linax (H(r))

:—T[ Zp: |n<1—71,->]

i=s+1

LR (Ho) = 2In [

gdzie 1> A; > A, > ... > A, >0 i A; s wartosciami wtasnymi
pewnej macierzy
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Test Johansena - procedura testowania

@ Testowanie rzedu macierzy kointegrujacej ma charakter
sekwencyjny:

© Zaczynamy od hipotezyHy : r=0 przy H; : r >0
@ jesli Hp : r =0 zostata odrzucona testujemy Hp : r =1 przy
Hi:r>1

@ zatrzymujemy sie, gdy Hy : r = s nie zostata odrzucona
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Test Johansena - model trendéw

Rozktad testu Johansena zalezy od przyjetego modelu trendéw.
Najczesciej rozwaza sie nastepujace przypadki:

Poziomy x;

Model korekty btedem

ograniczona stata

stata

stata4-ograniczony trend
trend

ograniczony trend kwadratowy

Ax;=af'xi_1+ k211 FAxi_;j+€;
iz
Axe =0 (B'xe14 1) + l;:illl',-Axt_,- +
Ax;=af'xi_1+ kle FAx, i+u+¢€;
iz
Axy=a(B'x;1+Et)+ /,(g MAx

k—1
Axi=af'xi 1+ ¥ Tildxe_i+p+E
i=1

@ Przed rozpoczeciem testowania nalezy ustali¢ wtasciwy model

dla trendéw
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Strukturalne modele VECM (SVECM)

e W modelu VECM, Proces Generujacy Dane (DGP) ma
nastepujaca forme

k—1
Axy=Tx; 1+ Z FAxi j+®D;+ &,
i=1

o Jesli wystepuje kointegracja, to N = af’

e Jednak: ten DGP nie zmieni sie jesli o i B wymienimy na
macierze o* = aA~Y i B* = BA dla dowolnej r x r i
nieosobliwej macierzy A, poniewaz M= af’ = a* B*

@ Whiosek: macierze o i B nie s zidentyfikowane.
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|dentyfikacja macierzy kointegrujacej B

e Celem zidentyfikowania macierzya i B konieczne jest
narzucenie na te macierzy liczby ograniczen réwnej liczbie
elementéw A. Potrzebujemy wiec r? ograniczen.

@ Pakiety statystyczne czesto raportuja B nawet jesli nie jest ona
zidentyfikowana. Oszacowania te uzyskiwane s3 na bazie
arbitralnych, technicznych restrykgji n.p.

(4]

@ Tego typu zatozenia nie maja zwykle interpretacji strukturalnej.

@ Wektory kointegrujace maja interpretacje strukturalng tylko
wtedy, gdy ich identyfikacja opiera sie na restrykcjach
zakorzenionych w teorii ekonomii.

e Uwaga: zauwazmy jednak, ze liczbe wektoréw
kointegrujacych (rzad macierzy kointegrujacej) mozna
przetestowac bez identyfikowania wektoréw kointegrujaych.
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|dentyfikacja macierzy kointegrujacej B

o Identyfikacja opiera sie zazwyczaj na ukfadzie liniowych
ograniczen narzuconych na wektoryf3; bazujacych na teorii

ekonomii:
/ _ - 2
Riﬁi—o,,l—l,...,r

@ Ograniczenia identyfikujace parametry nie moga sa
nietestowalne ale w przypadku przeidentyfikowania modelu
mozna ograniczenia mozna przetestowac.

@ Mozliwa jest takze identyfikacja macierzy parametréow a i 8
wykorzystujaca ograniczenia narzucone na o .

@ Zmienne egzogeniczne: mozliwe jest umieszczenie w modelu
VECM zmiennych egzogenicznych (VECMX).

@ Zmienne egzogeniczne (jesli s3 /(1)) moga réwniez pojawiac
sie w zaleznosciach kointegrujacych. W takim przypadku
nalezy jednak uzy¢ specjalnych tablic przy testowaniu liczby
wektoréw kointegrujacych.
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