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Stopy procentowe spot

@ Stopa procentowa spot Ry to stopa zwrotu z inwestycji
rozpoczetej w czasie t i trwajacej T okreséw.
@ Zazwyczaj stopy spot wyraza sie w stosunku rocznym.
@ Stope spot mozna bezposrednio policzy¢ obserwujac ceny
obligacji zerokuponowych o réznych okresach zapadalnosci:
M
(1+Req)®

gdzie Py ; jest ceng obligacji o terminie zapadalnosci T w
momencie t, a M cena jej wykupu

@ Nie dla wszystkich okreséw zapadalnosci tego rodzaju
instrumenty sa dostepne.

o Jesli taki instrument istnieje to:

Pt,r:

Jerzy Mycielski Krzywa dochodowosci



Stopy procentowe spot
Krzywa dochodowosci
Teorie wyjasniajace ksztatt krzywej dochodowosci

Krzywa dochodowosci

Stopy procentowe spot

e Dla dtuzszych okreséw zapadalnosci mozna policzy¢ Ry ;
wykorzystujac zalezno$¢ miedzy stopami procentowymi a
wartoscia obligacji:

G C Citr+M
Pt,r _ t+1 t+2 - 4o+ t+7 tJ;r
1+ Re1  (1+Re2) (1+Rez)

@ Dysponujac np. danymi dotyczacymi obligacji kuponowych dla
okreséw zapadalnosci 1,2,3 o identycznej dacie emisji mozemy
policzy¢ stopy spot R¢ 1, R:2, Re3 rozwiazujac uktad réwnan:

_ G+ Mea
Pt71 T 14k
P _ Gn Cipo+Miyo
t,2 1+R: 1 (14 Re2)?
C C Cii3+Mii3
P — t+1 t42 t+3 t+
t,3 1+R: 1 + (14R:2)? (1+Rt73)3
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Wewnetrzna stopa zwrotu (yield to maturity)

e Wewnetrzna stope zwrotu y; (yield to maturity) dla obligacji
liczy sie rozwiazujac nieliniowe réwnanie:

_ G Ciyo Ciyr+ Mg e
1+ye  (1+y)? (T+ye)°

t,T

@ Wewnetrzna stopa zwrotu stanowi pewng syntetyczng miare
zyskownosci inwestycji w obligacje

@ Miara ta jest jednak kontrowersyjna, poniewaz opiera sie na
zatozeniu, ze mozliwe jest reinwestowanie kuponéw w
inwestycje o stopie zwrotu y;

@ W ogélnym przypadku stopy spot i stopy zwrotu nie s3 réwne
wewnetrznej stopie zwrotu
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Funkcja akumulacji, funkcja dyskonta

e Funkcja akumulacji (wartos¢ inwestycji 1$ po 7 okreséw)
A(t,7)= (14 Rez)" = exp(re)

e Funkcje dyskontujaca (zdyskontowana wartos¢ 1$ wyptaconego
zaT okreséw)

1 1
d(t,l’) = A(t,T) = (1+Rt,r)r = exp(_rf-,’f)

@ r;r to zlogarytmowana funkcja akumulacji.
@ Zauwazmy, ze:

1
In(1+ Rt,’L’) = %rm;
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Terminowa stopa procentowa

® Fi, 1, termionowa stopa procentowa dla okresu od 7; do 7

@ Warunek braku arbitrazu implikuje, ze
(1+Roe)? =(1+Roz)* (1+ Ry )2 ™
o Logarytmujac stronami otrzymujemy:
20,5 = Tiho,5 + (T2 — T1) Fry oo

a wiec warunek braku arbitrazu implikuje, ze

T1r0,7; — 210,15
FTLTz -

To—17
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Chwilowa stopa procentowa

o Zdefiniujmy funkcje F;; dla stopy forward miedzy okresem t i
t+ 7 (lub dla stopy spot w momencie t i terminie zapadalnosci

7)
tror —(t+7)r, 1
Ffﬂ' = /n(1+ Rf,f) = F‘L'1,1-'2 = s (—’L'2 ) "= ;rtvf

@ Zauwazmy, ze
F

t,T
m

mT
lim oo <1+ > =exp(tFez) = exp(rez)

a wiec ry ; mozna tez stope procentowa inwestycji o horyzoncie
7, dla ktérej wyptata odsetek nastepuje w sposéb ciggty
(continuously compounded interest rate).

e Chwilowa stopa procentowa (instantaneus forward rate)

. . e orez
Fe= IlimF = lim == —=—
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Chwilowa stopa procentowa i stopa spot

@ Wysokos¢ zlogarytmowanej stopy procentowej spot w
momencie t dla terminu zapadalnosci T

1 1 t+7
In(L+ Rex) = —res =~ / F.ds
t

a zatem stopy spot

1 t+7
Rir =exp %/Fsds -1

t
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Krzywa dochodowosci - definicja

e Krzywa dochodowosci (yield curve) opisuje zaleznos¢ miedzy
wysokoscia oprocentowania dtuznych instrumentéw
finansowych a terminem ich zapadalnosci.

e Krzywa dochodowosci ilustruje struktury terminowa stop
procentowych.

@ Analiza krzywej dochodowosci ma szerokie zastosowanie w
analizach inwestycyjnych oraz makroekonomicznych
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Stopa zwrotu (HPR - holding period return)

@ Stopa zwrotu z posiadania obligacji o okresie zapadalnosci T w
okresie t do t+1

Piy1c—Pro+ Cryn

Ht+1,1: =

o Wysokos¢ ceny obligacji w okresie Py, 1 ¢ jest nieznana wiec
analizujac stope zwrotu postugujemy sie zazwyczaj
oczekiwanymi stopami zwrotu E; (He41.7)

o Jesli zatozymy, ze ze spetnione jest zatozenie o racjonalnych
oczekiwaniach, to

kt,r = Et(Ht+1,1:) = Et (

_ Et(Pt+1,r) 1 Cit1

Pt < Ptz
B Jerzy Mycielski Krzyw; dochodowosci
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Wzér racjonalna wycene (RVF)

@ Rekurencyjnie podstawiajac powyzszy wzoér uzyskujemy wzoér
na racjonalng wycene (RVF - Rational Valuation Formula):

Cegi M
Pee=E; s (1)
,1 H: 0 (1+ kt+i,‘t;) i=0 (1 + kt"!‘iﬂ'i)

@ Wz6r ten moze postuzy¢ do weryfikacji teorii na temat rynku
obligacji (np. dotyczacych jego efektywnosci) pod warunkiem
sformutowania modelu dla k¢y; .

@ Roéwnanie wykorzystujace stopy spot

-1
n Ceyj M
P, —
= LRy (4 Rea)”

Jerzy Mycielski Krzywa dochodowosci

(2)




Stopy procentowe spot
Krzywa dochodowosci
Teorie wyjasniajace ksztatt krzywej dochodowosci

Krzywa dochodowosci

Relacja miedzy stopami spot a HPR

e Réwnania wyceny (1), (2) sa réwnowazne jesli:

1 1
E | — - ‘
' (Hf,-_o (1+ kt+,-,f,.)> (14 Res)”

@ Zatem k;yj . (oczekiwania dotyczace przysztych stép zwrotu)
mozna policzy¢ na podstawie policzonych stép spot:

AR

1+ketiz (1+ Rt,r,—)rf
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Teorie wyjasniajace ksztattowanie sie krzywej dochodowosci

@ Teoria oczekiwan
kt,r =TIt

gdzie r; jest jednookresowa stopa procentowa dla aktywa
bezpiecznego
@ Teoria oczekiwan ze stata premia

kt,T: re + T

gdzie premia T jest stata i taka sama dla wszystkich okreséw
zapadalnosci
@ Teoria pereferencji ptynnosci

kt,r =r+T;

gdzie premia jest stata w czasie ale zmienia sie z okresem
zapadalnosci. Ponadto T; > T, 3
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Teorie wyjasniajace ksztattowanie sie krzywej dochodowosci

@ Teoria zmieniajacego sie w czasie ryzyka
ker=re+ To(z¢)

gdzie premia jest funkcja wektora zmiennych z;

@ Teoria segmentacji rynku
kt;[ == rt+ T(ZT)

gdzie z; jest relatywna kapitalizacja instrumentéw o
zapadalnosci T w ogéle aktywow

@ Teoria podobienstwa: premie dla obligacji o podobnym okresie
zapadalnosci sa podobne
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Czas trwania (duration)

@ Zauwazmy, ze w przypadku obligacji kuponowych czas trwania
inwestycji jest w pewnym sensie krétszy niz w przypadku
obligacji kuponowych o tym samym terminie zapadalnosci,
poniewaz inwestor otrzymuje cze$¢ wyptat w postaci kuponéw
przed wypfata wartosci nominalnej

@ Miarg dtugosci trwania inwestycji, ktéra uwzglednia strukture
czasowa wypfat jest czas trwania (duration)

@ Zatézmy, ze we wszystkich okresach trwania inwestycji mamy
te sam3a stope procentowg (réwnq wewnetrzej stopie zwrotu)

o Oznaczmy zlogarytmowang wewnetrzng stope zwrotu jako
r=in(l+y)
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Duracja (duration)

@ Duracje definiujemy jako zmiane wartosci inwestycji (w %)
wynikajacej z niewielkiej (1%) zmiany stopy procentowe;:
aP
ar

@ Dla inwestycji w obligacje zerokuponowa o zapadalnosci 7

D= P

M
P:W :eXp(—Tr)/\/l

@ Duracja w przypadku takiej inwestycji jest réwna t:

P TP
D_—ar/P_P_T

e Dla standardowej obligacji kuponowej

n . ; _ M 1 T
D:Zt,'exp( t’r)C’—thexp( t’r) == Ztid(ti)ci+t1d(tr)
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Uodoparnianie portfela (immunization)

@ Zauwazmy, ze z zmiany wartosci portfela obligacji w reakcji na
zmiany stopy procentowej moze by¢ przyblizony przy pomocy
czasu trwania.

@ Zatézmy, ze
P(r)=Y Pi(r)
i=1

@ Z rozwiniecia Taylora

+ 8P,- (I’o)Ar

P;(I‘o—}—Ar) ~ P,'(I’o) ar
dP;(ro)
Pi(ro+Ar)—Pi(n) =57
= ' Ar=—-D;(rp) Ar
Pi(r) Pi(ro) (r0)
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Krzywa dochodowosci Py P! X
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Teorie wyjasniajace ksztatt krzywej dochodowosci

Uodoparnianie portfela (immunization)

o A wiec

P(ro+Ar)—P(ro) n
Ar=-—Y w;D;Ar
P (ro) ; ( r0) L

e Widac z tego, ze portfel bedzie uodporniony na (mate) zmiany
stopy procentowej jesli czas trwania:

D:ZW,'D,':O
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Modelowanie krzywej dochodowosci

@ Zlogarytowana cena obligacji o zapadalnosci 7, z kuponami
wyptacanymi 71, Tp,..., T, ( 2)

n-l Ce M
Pz = —% T + &
o Jgi (1 + Rt,rj)rj (1+Rez)™

e Oszacowano dla pewnej formy funkcyjnej R: r,za pomoca
wazonej nieliniowej metody najmniejszych kwadratéw, przy
czym wagami byty oOdwrotnosci duracje poszczegélnych
obligacji (efektywnos$¢ numeryczna)
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Krzywa dochodowosci - formy funkcyjne

@ Serwisy informacyjne dostarczaja szeregéw czasowych
oprocentowania jedynie dla standardowych terminéw
zapadalnosci 7.

@ W wielu analizach, potrzebna jest informacja dotyczaca
poziomu stopy procentowe] dla wszystkich terminéw
zapadalnosci.

@ W praktyce dokonuje sie wiec estymacji zaleznosci funkgcji
opisujacej poziom stép procentowej od okresu zapadalnosci na
podstawie dostepnych obserwacji.

o Dwa najczesciej wykorzystywane modele to model
Nelsona-Siegela (1987) oraz model Svenssona (1994)
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Dane tygodniowe dla stép procentowych o réznych
terminach zapadalnosci

Krzywa dochodowosd 2512001 r. Krzywa dochodowosdi 231X 2010t

1416 18
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Model Nelsona-Siegela

@ Autorzy sugeruja nastepujace kryteria doboru formy funkcyjne;j

o Funkcja F¢r powinna by¢ dobrze dopasowana do wystepujacej
empirycznie zaleznosci

e Wartosci funkgji F:; powinny by¢ dodatnie i ograniczone z
dotu i z gory

e Funkcja F;; powinna mie¢ granice dla terminéw zapadalnosci
dazacych do nieskonczonosci

lime_seoFrz = k
gdzie k jest pewna stata

o Liczba parametréw szacowanych dla funkcji F powinna by¢ jak
najmniejsza
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Forma funkcyjna modelu Nelsona-Siegela

Fe=Po+Brexp(—t/A)+ B2 (= t/ ) exp(— t/A)

Skladowe stopy terminowej Ksztalty krzywej dochodowosci

dlugi okres

krotki okres: e*

sredni okres: Te”

parametr A opisuje tempo w jakim warto$¢ stopy terminowej zbiega
do swojej granicznej wartosci
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Model Nelsona-Siegela

@ Zauwazmy, ze zlogarytmowana stopa procentowa spot dla
terminu zapadalnosci 7 jest réwna

1 T
r07T:7/F5dS
TO

e Z formy funkcyjnej modelu Nelsona-Siegela wnioskujemy, ze

o= B (B +B) 22 ) prep(— 5/0)
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Model Svenssona

@ Svensson (1994) rozszerzyt model Nelsona-Siegela o sktadnik
opisujacego sredniookresowa zmiennos$¢ stopy terminowej.

Fe=Po+Prexp(—t/ M)+ B2 (= t/ 1) exp(— t/ A1)
+[33(t/7tz)exp(— t//lg)

e a wiec dla rp ¢

ro,c = Bo+ P 1= ex,t;/(;lt/ M)

B, (1_eXIZ/()_th/M) —exp(— t/ll))

+Bs (1 - eXFt’/(;;/?Lz) —exp(— t/lz))
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Model Nelsona-Siegla oraz Svenssona dla polskich danych
dla pierwszej i ostatniej obserwacji

Oszacowanie modelu Nelsona-Siegela
beta_0 beta_1 beta_2 lambda
Krzywa z 5.1.2001 8.76 9.07 5.74 0.075
Krzywa z 3.IX.2010 4.96 -1.46 1.56 0.050
Oszacowanie modelu Svenssona
beta_0 beta_1 beta_2 beta_3 taul tau?2

Krzywa z 5.1.2001 6.59 10.8 10.7 10.3 6.69 33.5
Krzywa z 3.IX.2010 4.08 -0.62 0.29 3.11 6.69 50.2
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Dopasowanie modeli do krzywej dochodowosci w Polsce

Krzywa dochodowosciz 512001 r. Krzywa dochodowosci z 31X 2010 r.
@ o o 4
—— Nelson-Siegel e
— — Svensson
©
24
© 4 ©
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=
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=
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S 4
e 4
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o
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
lata lata
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dla dtugo- oraz krotkookresowej stopy procentowe;

Stopa dlugookresowa Stopa krotkookresowa
& 1 ) —— Nelson-Siegel &0 —— Nelson-Siegel
) — — Svensson h — = Svensson
o
o 4
o -
o -

T T T T T T T T T
2002 2004 2006 2008 2010 2002 2004 2006 2008 2010
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Model oczekiwanej stopy procentowe;

o Zatézmy, ze
keyi=reyi+ Teqin
gdzie

e ryyj jest stopa wolna od ryzyka w czasie t+/ a
o T:y;,7T jest premig terminowa w czasie t+ i dla obligacji o
terminie zapadalnosci T

@ Zatézmy ponadto, ze
Tt—i—i,r =T

@ Przy tych zat6zeniach cena racjonalna ex post (zwana tez
perfect foresight price) jest réwna

T
. Cesy M
Pt,T = Z J K H’rfl (1+k )
J=1 g (L + kesi) i=0 tti
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Weryfikacja teorii efektywnego rynku

e Weryfikacje teorii mozna teraz przeprowadzi¢ np.:

e na podstawie testu analogicznego do testu Shillera w
przypadku rynku akcji poprzez weryfikacje tego, ze
Var (Pyz) < Var (P} ;)

o weryfikujac hipoteze efektywnego rynku poprzez testowanie

PM—P;T:a—Fth,T—&-CIt—I—Et

gdzie I oznacza zbidr informacyjny w czasie t i dla Hy o
efektywnosci oczekujemy, ze a=b=c=0
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