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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

Zatozenia CAPM

@ Inwestorzy maja homogeniczne oczekiwania
@ Jedyna miara ryzyka jest wariancja
e Inwestycja A nie gorsza od inwestycji B jesli stopy zwrotu Ry i
Rg spetniaja:

©Q E(Ra)>E(Rg)
9 Var(RA)§ Var(RB)

Koszty transakcyjne sa réwne zeru

Istnieje aktywo wolne od ryzyka przynoszace dochéd Ry

Inwestorzy moga sie dowolnie zadtuza¢ przy stopie procentowe;
réwnej Ro

Inwestorzy moga charakteryzowac sie r6znym stopniem awers;ji
do ryzyka
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: oznaczenia

@ Xxp jest kapitatem poczatkowym (zainwestowanym w
bezpieczne aktywo)

@ y jest kapitatem zainwestowanym w portfel aktywoéw
ryzykownych

@ x jest wektorem zawierajagcym proporcje wielkosci inwestycji w
poszczegdlne aktywa (elementy x sumuja sie do 1)

e R,R wektorem zwrotéw i oczekiwanych zwrotéw z
poszczegélnych aktywoéw

e x'R,x'R stopa zwrotu i oczekiwang stopa zwrotu z portfela
aktywéw ryzykownych
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: Problem optymalizacyjny

@ Inwestor szuka takiego portfela, ktéry przy danej danej stopie
zwrotu charakteryzuje sie najnizszym ryzykiem

@ Roéwnowazny problem dualny sprowadza sie do szukania
portfela o danym ryzyku ale najwyzszej stopie zwrotu

maxyx'R+ (xo — y) Ro
yx
; { Var (yXR+ (x0 — y) Ro) = y>x'Var (R)x = o2
s.t.
1'x =1
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Zatozenia CAPM
Model CAPM CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

CAPM: Funkcja Lagrange'a i warunki pierwszego rzedu

@ Funkcja Lagrange'a

L=yxR+(xo—y) Ro+ A1 (6% — y*x'Var (R)x) + A (1— 1'x)

@ Warunki pierwszego rzedu

oL R—2A1y?Var (R)x— 2,1 =0

ax 7

aL D /

— =xXR—Ry—2A41yx'Var(R)x=0
dy

JaL _ 2 2,/ _
87}»1_6 —y“x'Var(R)x=0

oL ,

a—kz—l—IX—O
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Zatozenia CAPM
Model CAPM CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia

CAPM: rozwigzanie (SML)

CAPM: Uktad réwnan

o Ukfad réwnan

yR =221 =2A1y*Var (R)x

xR — Ry = 2A1yx' Var (R) x
62 = y?x'Var (R)x
1x=1

—~ N ~
N
SN N N N

N

@ Mnozac réwnanie (1) lewostronnie przez x’, wykorzystujac
réwanie (4) i dzielac uzyskane réwnanie stronami przez réwanie
(2) otrzymujemy:

yx’ﬁ— 2,2 .
Xlﬁf Ro B
@ Rozwiazujac dla A, otrzymujemy, ze A, = yRy
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: rozwigzanie dla x

@ Rozwiazujac réwnanie (1) dla x i podstawiajac wynik dla A,
otrzymujemy
1

*= My

Var 1 (R) (R—1Ry) (5)

@ Mnozjc obie strony tego réwnania przez 1’ i wykorzystujac
réwnanie (4) otrzymujemy:
2A1y =1'Var ' (R) (R—1Ry)
e Podstawiajac ten wynik do réwnania (5)

_ Var ' (R) (R—1Ry)
*T TVar1(R) (R—1R,)
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: rozwigzanie dla y

e Wstawiajac uzyskany wynik do réwnania (3) i rozwiazujac dla

g [1'Var 1 (R) (R—1Ry)] 02

. v (R—1Ry)' Var 1 (R) (R - 1Ry)

e Zauwazmy, ze y nie zalezy od xp.
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: Zasada rozdzielenia (separation principle)

o Wyprowadzony wzér implikuje, ze proporcje x miedzy srodkami
zainwestowanymi w poszczegélne papiery wartosciowe jest
catkowicie zdeterminowny przez wielkosci Var(R), Ri Ry

e 02 bedaca miara awersji do ryzyka inwestora i xp mierzaca
jego bogactwo nie wptywaja na sktad optymalnego portfela
aktywéw ryzykownych.

@ Decyzje inwestora mozna podzieli¢ wiec na dwa etapy:

© wybdr proporcji miedzy inwestycjami w poszczegdlne aktywa
ryzykowne

@ ustalenie kwot do zainwestowania w portfel aktywéw
ryzykownych i aktywo bezpieczne
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

Zasada rozdzielenia c.d.

o Jesli spetnione sg zatozenia CAPM to wybér podejmowany
przez inwestoréw na pierwszym etapie jest dla wszystkich taki
sam i niezalezny od preferencji wzgledem ryzyka oraz ich
poczatkowego bogactwa

@ Wynika z tego, ze skoro wszyscy inwestorzy maja portfele
aktywoéw ryzykownych o identycznym sktadzie to proporcje
aktywéw w tym portfelu musza byé¢ tozsame z proporcjami
kapitalizacji poszczegélnych akcji na rynku

@ Whiosek: portfel optymalny ma ten sam sktad co portfel
rynkowy
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: Whioski

@ Oznaczmy portfel x optymalny, taki sam dla kazdego
inwestora, jako X i nazwijmy go potfelem rynkowym

e Potfel rynkowy, to portfel zawiarajacy aktywa w tych samych
proporcjach co ich kapitalizacje na rynku

e Oznaczmy jako Re = xR, R = xR interpretujemy jako zwrot
z portfela rynkowego

@ Mnozac réwnanie (1) przez x’ i wstawiajac réwnanie (3) oraz
wykorzystujac to, ze A, = yRp i rozwiazujac dla A1

otrzymujemy B
Re—Ro
)*1 =Yy ( 262 )
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: Whioski c.d.

e Wstawiajac powyzszy wynik do réwnania (1), wykorzystujac
wynik dla A; i Ay oraz dzielac réwnanie przez y otrzymujemy

5 Var (R)x.

R=IRy+y 52 (Re—Ro)

e Wykorzystujac réwnanie (3) uzyskujemy, ze
po O
x, Var (R)x.
o Podstawiajac do poprzedniego réwnania otrzymujemy wzor
oczekiwang stope zwrotu z aktywoéw:

Var (R) x.
xL Var (R) xe
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Zatozenia CAPM

CAPM: problem optymalizacyjny
CAPM: zasada rozdzielenia
CAPM: rozwigzanie (SML)

Model CAPM

CAPM: Whioski

@ Zauwazmy teraz, ze
x, Var (R)xe=Var (x,R) =Var (R.)
o Element i wektora Var(R)x. jest réwny

Cov (R;,x,R) = Cov (R;,Re)

1y e
e Wynika z tego, ze

— Cov(Ri,Re) /=
Ri =Ro+ T le) (3R
ot Var (R.) (Re=Ro)

=Ro+Bi (Re — Ro) (6)

gdzie B; = 7C%£I(?ESE)

e Réwnanie (6) nazywamy Security Market Line (SML)



Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza

@ Problem maksymalizacyjny podziale bogactwa y pomiedzy
aktywa tak, by zmaksymalizowa¢ zwrot przy okreslonym o2

@ Problem ten mozna zapisa¢ nastepujaco

max yxR
X

, Var (XR) = y?x'Var (R)x = o2
s.t.
1'x =1

o W dalszej czesci tak normalizujemy y i x, by y =1 (optymalny
sposéb zainwestowania jednego $)
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza, warunki pierwszego rzedu

@ Funkcja Lagrange'a

L=xR+ 21 (62— y*x' Var(R)x) + 2> (1 — 1)

@ Warunki pierwszego rzedu

aL

Xzﬁ—ﬂhVar(R)x—kgl:O (7)
L, _

TM_G —x'Var(R)x=0 (8)
L o

872_1_1’(_0 (9)
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza: czesciowe rozwigzanie

@ Mnozac warunek (7) przez x' i wykorzystujac warunki (8) (9) i
rozwiagzujac dla A; otrzymujemy
B xR —

& 202
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza: czesciowe rozwigzanie

e Wykorzystujac pierwszy warunek otrzymamy nastepujacy
warunek

R= 241 Var(R)x—i—lgl

= ((R-22) X 4 (10)
:W(R*—M)—i—lgl (11)

gdzie zwrot z optymalnego portfela x* oznaczylismy R* = x*'R
a oczekiwany zwrotu R = x*'R przez
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza: rozwiazanie dla R*

@ Mnozac obie strony réwnania (10) otrzymujemy (zaktadamy,
ze Var(R) jest nieosobliwe)

— 1= 1 —s /= =Y —
R [Var(R)] 'R= R (R"=2) + 4R [Var (R)] 1
@ Mnozac to samo réwnanie przez 1'[Var (R)] !

— 1
-1 * -1
V' [Var (R) 'R =—; (R —lg)—l—lzl’[Var(R)] 1
e Wprowadzajac oznaczenia

o=1[Var(R)] 1, =R[Var(R)] ' 1,y=R'[Var(R)] 'R
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza: rozwiazanie dla R*

@ Dwa powyzsze réwnania mozna zapisa¢ jako uktad réwnan:

1 = =
y = ?<R —Az)R + 0B (12)
1 /—x
B = 55 (R—%)+ha (13)
e Rozwiazujac (13) dla A, otrzymujemy
o2 -R"
Ao = o2a—1

_ o®R[Var(R)] '1-R

o2l [Var(R)] t1-1
(,R c2R’[Var(R)]—11—R*> Var(R)x  o2R [Var(R)] *1—R
T 11

621/ [Var(R)] '1-1 o2 621'[Var (R)]”



Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza: rozwiazanie dla R*

@ Podstawiajac do (12) I upraszczajqc otrzymujemy nastepujace
réwanie kwadratowe wzgledem R

0=a (F") —2BR +0°B%— (c?a—1)y

e Wykorzystujac standardowe wzory uzyskujemy nastepujaca
zalezno$¢ miedzy stopa zwrotu z portfela a ryzykiem
akceptowanym przez inwestora:

SN O

gdzie § = yo — 2.
@ Uzyskany wzér mozemy wykorzysta¢ do wyznaczenia tak
zwanego Efficient Frontier (EF)
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Model Markowitza: rozwiagzanie dla x*

@ Mnozac réwnanie (10) lowostronnie przez [Var (R)] ™,

rozwiagzujac dla x i wykorzystujac otrzymane wczesniej
rozwiazanie dla R* i oznaczajac przez A5 wielkos¢ A, dla R
otrzymujemy wzér na sktad optymalnego portfela:

o2

X" =[Var(R)] " (R-231) =
2

o W ogélnym przypadku sktad portfela optymalnego x* zalezy
od awersji do ryzyka mierzonej ¢2.
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Efficient frontier, Capital Allocation Line (CAL)

o Dla danego zestawu aktywéw mozna wyznaczy¢ najlepsze
mozliwe kombinacje ryzyka (62) i oczekiwanej stopy zwrotu

~
/ _~Efficient Frontier
E
= o
= Tangency Portfolio
F e
H ~
= \‘9
\ ®
= - 4 ‘\\\H‘.
risk free rate
Best possible CAL

Standard Deviation
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Rozwiazanie Modelu Markowitza, ograniczenia

e ZatozylisSmy, ze macierz Var (R) jest macierza nieosobliwa
e niemozliwe wystepowania aktywéw pozbawionych ryzyka
e niemozliwe wystepowanie portfeli ortogonalnych (portfeli o
zarowych kowariancjach)
e Zaktadamy, ze mozliwe jest zadtuzanie sie w dowolnych
aktywach (pozycje short), x moze mie¢ elementy ujemne
o Woprowadzenie ograniczenia, ze x ma nieujemne elementy
prowadzi do problemu, ktéry w ogélnym przypadku nie ma
rozwigzania analitycznego, mozna go jednak rozwiaza¢
metodami numerycznymi

@ Rezygnacja z zatozenie o nieosobliwosci Var (R) prowadzi do
zerobetowego CAPM i CAPM.
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Zerobetowy CAPM: portfel zerobetowy

o Zatézmy, ze istnieje aktywo wolne od ryzyka ale inwestor moze
w nie inwestowa¢ ale nie moze sie na nim zapozyczac
@ Zauwazmy dodatkowo, ze kazdy portfel lezacy na efektywnej
granicy moze by¢ skonstruowany z dowolnych dwéch innych
portfeli zlokalizowanych na tej granicy
ﬁ: <X/1§—)Q) L‘E)Xl +7L21
01
= = Var (R)x2
R= <X2R—ﬂ,2) — + A0l
03
@ Skonstrujmy portfel aktywéw (portfel zerobetowy) x#, 1'x* =1
taki ze zwrot z tego portfela jest nieskorelowany (ortogonalny)
do zwrotéw z wybranego (dla inwestora o pewnym poziomie
ryzyka) optymalnego portela x*
o Zwroty z portfela x*, x? oznaczmy przez R* =x*'R,R? = x?'R.

Jerzy Mycielski Modele CAPM i APT



Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Zerobetowy CAPM: rozwigzanie

@ A, jest réwna oczekiwanemu zwrotowi z portfela zerobetowego
_Z , . = . . L
yR" a réwnanie dla R mozna zapisa¢:

= =z Cov(R,R*) (=« —=z
R R (7 gy
+ Var (R*)
@ Zauwazmy, ze zaréwno ten uktad réwnan jak i warunki, ktére
musi spetnia¢ portfel zerobetowy nie zaleza od 62
@ Dla poszczegélnych aktywow
= =z COV(R,‘ R*) =¥ 5z
Ri=R 4+ VAT ) (R _R )
T Var (R
o UWAGA: portfele x* i nie s3 x* nie s3 unikalne. Inwestor moze
wybra¢ sposréd wielu mozliwych x* i x2.
o Nie zaktadamy nieosobliwosci macierzy Var (R)
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPIM: cramilee

Zerobetowy CAPM: Whioski

e W przypadku kiedy nie ma aktywa pozbawionego ryzyka,
optymalne portfele inwestoréw moga by¢ rézne

e W dalszym ciggu obowiazuje zasada rozdzielenia

e inwestor wybiera swéj portfel x* i zerobetowy portfel x*
niezaleznie od swojej awersji do ryzyka i bogactwa y

e przy zatozeniu efektywnosci rynku, dla portfela x* tozsamego z
portfelem rynkowym powinno by¢ spetnione, ze

Ri =R+ (Re—F) (14)
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPM: weryfikacja

CAPM: weryfikacja

@ Z postaci modelu CAPM i przy zatozeniu racjonalnosci
oczekiwan wynika, ze

Ri+—Rot = Bi(Ret — Ro.t) + €
@ Dla zerobetowego CAPM analogiczne réwnanie wyglada

nastepujaco
Rit — Rf = Bi(Ret — RY) + &

o Dla CAPM przeprowadzamy regresje
Rit— Ro,t = 0 + Bi (Ret — Ro.t) + &

o Otrzymujemy dla kazdego aktywa oszacowanie B\,-.
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPM: weryfikacja

CAPM: weryfikacja

@ Nastepnie dla usredniamy dane po czasie i przeprowadzamy
regresje dla wszystkich aktywow

Ri= o+ ¢1Bi +vi (15)

@ Z kolei usredniona po czasie posta¢é CAPM wyglada
nastepujaco:
Ri = Ro+B; (Re—Ro)

gdzie R;,Ro i Re sa zaobserwowanymi $rednimi stopami
zwrotu z danego aktywa 7, z aktywa pozbawionego ryzyka i z
portfela rynkowego

o Jesli CAPM jest prawdziwy to ¢g = ﬁo a g = ﬁe —ﬁo.
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPM: weryfikacja

CAPM: weryfikacja

@ Réwnanie (15) mozna rozbudowaé

Ri = g0+ 01Bi + 9257 + $365 + vi

gdzie 882’_ jest oszacowana dywersyfikowalng zmiennoscia
aktywa i

o W tym przypadku oczekujemy, ze ¢ =0 i¢3 = 0.
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Model Markowitza

Model Markowitza CAPM: weryfikacja

Zerobetowy CAPM: weryfikacja

@ Zatézmy, ze istnieje aktywo o najnizszym ryzyku i stopie
zwrotu Ry ¢

@ Dla zerobetowego CAPM szacujemy na szeregach czasowych
przeksztatcone réwnania (14)

Rit=0ai+(1—PBi)Rot+ BiRet+€it

przy czym
o; = (Rt — Ro.t) (1— i)

o Poniewaz R?, — Ro: > 0 wiec a; >0 jesli f; <1 a a; <0 jesli
Bi>1. /
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APT

Teoria arbitrazu cenowego (APT)

@ Zatézmy, ze stopa zwrotu dla aktywa i jest dana wzorem

k
Ric = ai+ Y, bjjFjt + &t

j=1

@ Liczac oczekiwania, odejmujac stronami i zaktadajac, ze
E (&it) = 0 otrzymujemy:
k
Ri = E (Rit) + Z b (Fje — E (Fjt)) + €t

j=1
@ Zatézmy, ze liczba czynnikéw jest wystarczajaca by:
E(Sit'g_jt) — 0
Eleie (Fje — E(Fjt))] =0



Portfel arbitrazowy

@ Skonstruujmy portfel o nastepujacych wtasnosciach

Z zibj; = 0 dla wszystkich j
i=1

o Partfel taki okreslany jest jako zeroinwestycyjny portfel
zerobetowy
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APT

Zwrot z portfela arbitrazowego

@ Zwrot z portfela
k
Zzl It_ZZI lt ZbU(FJt_E(FJt))
j=1
k
Z jt_ )ZZ’bU+ZZ’8’t

s
).z
i=1

s

2

@ Przy czym zatozylismy, ze dla liczby rozpatrywanych aktywéw

P
Yi1zi€ir —0
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Warunek braku arbitrazu

@ Wartos¢ inwestycji wyniosta zero
e Uzyskany zwrot jest pewny (pozbawiony ryzyka)

@ Z warunku braku arbitrazu wynika, ze

Zz, R;: (Rp) 0
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APT: wnioski

o Z konstrukgji portfela wynika, ze

S
zibjj = 0 dla wszystkich j
=1

1

S
¥ 70
i=1

@ Z warunku braku arbitrazu za$s, ze

S
Y zE(R:)=0
i=1

Jerzy Mycielski Modele CAPM i APT



APT: wnioski c.d.

@ Zapiszmy te ograniczenia w postaci macierzowej

[ E(R]_t) E(RQt) s E(Rst) i Z1 O
1 1 1 z 0
b11 bo1 bs1 zz | =|0
| bk box b || zs | |0 ]
N — T
A z

@ Zauwazmy, ze macierz A powyzej ma wymiar (k+2) X s.
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APT: wnioski

e Zatézmy, ze liczba aktywéw w zerobetowym portfelu
zeroinwestycyjnym jest réwna s = k + 2

e Uktad réwnan jest rozwigzywalny tylko wtedy, gdy macierz A
jest osobliwa a zatem rzad tej macierzy jest mniejszy lub
rowny k+1

o Wynika z tego, ze wiersze macierzy A s3 liniowo zalezne a tym
samym istnieja takie A;, ze

k
E(Ri) =X+ ) Ajbj
j=1
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APT: szacowanie A

@ Dla kazdego aktywa szacujemy réwnanie
k
Rie = ai+ Y bijFje + &t (16)
j=1

@ Czynnikami uwzglednionymi mogtyby by¢ zmienne wptywajace
na zyski firmy: stopa procentowa, wzrost produkcji
przemystowej, inflacja, bety etc.

o Nastepnie, majac bj; szacujemy réwnanie
k
E(Rit) =Ao+ Z b,'jlj (17)
j=1

wykorzystujac zamiast E (R;;) $rednie dla wartosci stop
zwrotéw dla poszczegdlnych aktywdw.
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APT: szacowanie A

@ Mozna takze oszaacowa¢ caty ukfad réwnan w jednym kroku
wykorzystujac do tego analize czynnikowa (ortogonalne
czynniki wyjasniajace najwigksza czes¢ wariancji)
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APT i CAPM

e APT opiera sie gtéwnie na zatozeniu o braku arbitrazu

@ APT nie opiera sie na zatozeniach o funkcji uzytecznosci ani
nie zaktada, ze inwestorzy biora pod uwage jedynie oczekiwany
zwrot i wariancje portfela.

e APT wymaga zatozenia o homogenicznych oczekiwaniach

o CAPM jest szczegélnym przypadkiem APT (jedyny czynnik, to
zwrot rynkowy), w ogdlnym przypadku jest sprzeczny z APT

@ APT jest trudny w implementacji:

o jakie czynniki uwzgledni¢?
o Jak interpretowac bj; i A;7
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Testowanie APT

@ Duza czes¢ testéow APT dotyczyta pytania, czy faktycznie poza
zwrotem rynkowym istniejg jeszcze inne czynniki wptywajace
na zwrot z portfela (APT vs CAPM)

@ Test taki mozna przeprowadzi¢

o uwzgledniajac wsréd czynnikéw w réwnaniu (16) zwrot
rynkowy oraz inne czynniki

e testujac istotnos¢ tych dodatkowych czynnikéw w réwnaniu
(17)
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