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Uogdlniony model liniowy (generalized linear model - glm)

Zaktadamy, ze
g [E(yilxi)] = xiB

Inaczej moéwigc:
E(yilxi) =g (xiB)

Funkcje g (+) nazywamy funkcjg zwigzku (link function)

O zmiennej y; zaktadamy, ze nalezy do rodziny dystrybuant
wyktadniczych (exponential family)
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Rodzina dystrybuant wyktadniczych

@ Dystrybuanta nalezy do rodziny dystrybuant wyktadniczych jesli jej
funkcje gestosci (prawdopodobienstwa) mozna przedstawi¢ w
nastepujacy sposéb:

fo(y) =h(y)exp(n(0)T(y)—A(0))

o Jesli dystrybuanta jest sparametryzowana w ten sposéb, ze 1 (0) = 0
to méwimy, ze dystrybuanta ma forme kanoniczng a parametr g
nazywamy naturalnym (kanonicznym) parametrem roktadu

@ T (y) jest statystyky dostateczng, A (0) jest parametrem logpodziatu
(log partition parameter)

o Funkcja zwazku jest kanoniczna jesli 7 (1) = g (1) a wiec jest
tozsama z funkcjg, ktéra przeksztatca parametr zwigzany z wartoscia
oczekiwang na parametr kanoniczny rozktadu
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Rodzina dystrybuant wyktadniczych

Statystyka dostateczna

@ Statystyka dostateczna jest to funkcja préby y = [y1, ..., yn|, ze jesli
T(ya) =T(ys)

fo (ya)
fo (yg)
o tatwo zauwazy¢, ze dla dystrybuant z rodziny rozktadéw
wyktadniczych T (y) = Y71 T (vi)
@ Statystyka dostateczna zawiera w sobie catg istotng informacje
zawartg w prébie na temat nieznanego parametru 6

= 1 dla kazdego 0 € O

o w zwigzku z tym estymator efektywny jest zawsze funkcjg statystyki
dostatecznej
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Rodzina dystrybuant wyktadniczych

Dystrybuanty

@ Elementami sg miedzy innymi dystrybunaty:

dwumianowy
Poissona

ujemny dwumianowy
normalny

odwrotny gausowski
gamma.
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Rodzina dystrybuant wyktadniczych

Przyktad

e rozktad Bernoulliego: T (y) =y, h(y) =1, 7(p) =In ﬁ,
A(n) =In(1+expy)

Priy)=p"(1—p)' =expyy — In(1+ exp)]

@ Rzeczywiscie:

exp [y +In (1 +expny)] = exp (ny) exp [— In (1 + expy)]

N <1fp)y (Hllpp) et (Hixp")
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Dystrybuanta wyktadniczych z nadmierng dyspersja

@ Uogdlnieniem rodziny dystrybuant wyktadniczych jest rodzina
dystrybuant wyktadniczych z nadmierng dyspersja (overdispersed
exponential family)

foe (v) = h(y) exp (
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Uogdlniony model liniowy

Funkcje zwiazku

o Funkcje zwigzku determinuja relacje miedzy wartoScig oczekiwang
zmiennej zaleznej y; a wielkoSciami zmiennych niezaleznych
o W zaleznosci od typu funkcji zwigzku réznic sie bedzie interpretacja
parametréw
@ Popularne postaci funkcji zwigzku
o identity: g (u) =p
o log: g () =In(n)
o logit: g(p) =1In (1_]4)

n|
o opower: g (u) = Kﬂ—y)n — 1}/n
o power: g (pu) =pu"
o nbinominal: g () = |
o loglog: g(u) = —In(—
o logc: g () =In(1—p)
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Uogdlniony model liniowy

Przyktady

@ Modele z zerojedynkowg zmienng zalezng

e rozktad zmiennej zaleznej y: Bernoulliego

) 1 zp-stwem p
Y'=10 zpstwem 1—p

e Warto$¢ oczekiwana w z rozktadzie dwumianowym E (y;) = p
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Uogdlniony model liniowy

Przyktady c.d.

o Model logitowy

o funkcja zwigzku: logit

E(yi\xf>:”i:m

Hi
glB (=) =n (1) =i
1—p;
° e zauwazmy, ze w tym przypadku funkcja zwigzku jest kanoniczna
@ Model probitowy
o funkcja zwigzku: probit

E (yil %)) = p; = @ (x;B)

g[E(yilx))] = @ (u;) = xiB
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Uogdlniony model liniowy

Dystrybuanty i funkcje zwigzku

gauss. | igauss. | binominal | Poisson | nbinomina | gamma
id X X X X X X
log X X
logit
probit
clog
pow

X X X

XX | X|X]|X]|X

opower

nbinominal X

loglog
logc

X
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Uogdlniony model liniowy

Estymacja

Najbardziej popularna jest MNW

Inng mozliwoscia jest zastosowanie wazonej nieliniowej metody
najmniejszych kwadratéw (WNMNK)

Estymujemy nieliniwe réwnanie regresji

vi=g *(xiB) +e

W przypadku zmiennych losowych o dystrybuancie z rodziny
rozktadéw wyktadniczych, wariancja jest z reguty funkcja wartosci
oczekiwanej Var (y;|x;) = w; = w (y;)
e np. w przypadku rozktadu Bernoulliego
w (u;) = Var (yi| x;) = Var (& x;) = p; (1 —p;)
Estymatorem efektywnym w takim przypadku jest WNMNK
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Uogdlniony model liniowy

WNMNK

o Funkcja kryterium:
. _ _ 2
min Z w; ! lvi—g ! (xip)]

gdzie w; jest proporcjonalne do wielkosci wariancji.

o Poniewaz wariancja w; = w (p;) = w (g~ (x;B)) jest funkcja
nieznanych parametréw wiec stosujemy wersje iterowang WNMNK.

@ Uzyskujemy wstepne oszacowania E(o) dla wag w; =1

@ Znajdujemy oszacowania wariancji vAv,-'(k) =w (g_l (x;B(kfl)»

© Szacujemy model przy uzyciu wag vAv,-’(k), uzyskujemy oszacowania

~

Bk

Q Jesli kryterium zbieznosci nie jest spetnione przechodzimy do kroku 2.
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Uogdlniony model liniowy

Estymacja na prébach panelowych

o Zaktadamy, ze
E (yit| xit. ¢i) = 8" (xit B+ i)
oraz, ze X; i ¢; s3 niezalezne
o W przypadku estymowania modelu GLM z efektami losowymi na

prébie panelowej mozna zastosowaé MNW

e w tym przypadku do obliczania funkcji wiarygodnoSci musimy
zastosowa¢ kwadratury, poniewaz funkcja wiarygodno$ci ma postaé

Pl = [ TTF bl () de

N
t(B) = Z'”f(y,'|xi)
i=1
e metoda ta moze okaza¢ sie w praktyce bardzo czasochtonna

@ Alternatywa jest zastosowanie Ogdlnych Réwnan Estymacyjnych
(GEE)

Jerzy Mycielski (Uniwersytet Warszawski) Uogolnione modele liniowe grudzien 2013 14 /17



Uogdlniony model liniowy

GEE (general estimating equations)

@ Specyfikujemy model dla warunkowej $redniej oczekiwanej uérednionej
po wielkoéciach efektéw indywidualnych

E (yie| xit) = B, [E (vie| xie. 1) = &2 " (xieB) = m;,
@ Model taki okreSlamy jako model uéredniony po populacji (PPA -
population averaged model)
@ Minimalizowana funkcja kryterium

N

min L [yi = (B)]' (W (e, B)] " [y; — 11; (B)]

o Nawet w przypadku btednego wyspecyfikowania modelu dla wariancji
W () estymator ten jest estymatorem zgodnym
@ Estymator macierzy wariancji oszacowah Var (B) mozna zbudowac

tak, by byt zgodny w przypadku btednej specyfikacji W («) (wersja
estymatora odpornego Hubera/White'a)
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Uogdlniony model liniowy

Réznice miedzy MNW i GEE

@ Poza szczegélnym przypadkiem identycznosciowej funkcji zwigzku
fukcja zwigzku stosowane w GEE nie jest tozsama z funkcjg zwigzku
w MNW (tw. Jensena):

g ' (xitB) =Ec [g7" (xie B+ ci)] #& " [xie B+ Ec ()] =g " (xieB)

o W szczegédlnosci za pomocg modelu wyestymowany GEE mozna
uzyskac jedynie efekt czgstkowy usredniony po cechach populacji
(Averaged Partial Effect - APE)

IE (y|x, C)} _ 9g. " (xB)

APE = Ec [ ox ox

e szacujac APE zastgpujemy B oszacowaniem EGEE
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Uogdlniony model liniowy

Réznice miedzy MNW i GEE c.d.

® W przypadku modelu estymowane MNW mozliwe jest oszacowanie
efektu czgstkowego dla danej jednostki /
BE(vIx.c) & (xB+a)
dax - ox
@ Szacujac efekt czgstkowy dla jednostki /i, zastgpujemy parametr
oszacowaniem ﬁML a ¢; oszacowaniem G;.
@ Oszacowanie ¢; bazuje na rozktadzie a posteriori ¢;:

f (yil i ci) f (ci)
f(yilxi)
@ Warto$¢ oczekiwana ¢; z rozktadu a posteriori

1
W/Cif(yf|xi' c) f (ci) dci

@ Oszacowanie ¢; znajdujemy zastepujac nieznane parametry rozktadéw
ich oszacowaniami i apoksymujac catki kwadraturami.

f(cilxiy;) =

E(cilxy;) =
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