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Estymator pierwszych réznic

Zatozenia konieczne dla zgodnoéci estymatora
E(U,’t|X,',C,'> =0dlat=1,..., T
Uzywamy réznicowania do wyeliminowania efektu indywidualnego ¢;
Model
Yit = Xie+ ¢ + Ui
Stosujemy réznicowanie i otrzymujemy
Ayir = Axje B+ Aujt

Pierwsza obserwacja (T =1, i=1,..., N) jest pomijana
Zmienne state w czasie wypadajg z regresji

Estymator pierwszych réznic (FD) uzyskujemy przeprowadzajac
regresje na prébie wymieszanej (POLS) Ayj: na Ax;

Estymator ten jest zgodny, poniewaz przy przyjetych zatozeniach
E (Axf-tAu;t) =0

Przy zatozeniu, ze E (Au,-Auf-| X, Cj) = U%IT estymator pierwszych
réznic jest takze najbardziej efektywny
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Estymatory panelowe przy sekwencyjnych ograniczeniach

narzuconych na momenty

@ Do uzyskania zgodnoéci estymatoréw RE, FE, FD zwykle zaktadamy
Scistg egzogenicznos¢:

E (uit| i1, - .., xiT)

@ Zatozenie to oznacza, ze warto$¢ oczekiwana btedu czystolosowego
(uit) nie zalezy zesztych, obecnych i przysztych warto$ci zmiennych
objasniajacych x;

@ Zatozymy obecnie, ze w modelu

yie =Xigp+ci+up, dat=12....T

i zatozymy, ze warto$¢ oczekiwana uj; moze zaleze¢ od przysztych
wartosci X;:

@ Roéwnoczednie zatozymy, ze prawdziwe sg nastepujace sekwencyjne
ograniczenia narzucone na momenty (sequential moment restrictions)

E (uit| Xit, Xjt—1, .., X1, ¢) =0
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Sekwencyjna egzogenicznos¢

@ Ograniczenia te implikuja, ze warto$¢ oczekiwana uj; nie moze zaleze¢
od obecnych i przesztych wartosci x;
o Jesli zatozenie to jest prawdziwe méwimy o sekwencyjnej
egzogenicznosci x;; warunkowe] wzgledem efektu indywidualnego
@ Liniowy model efektéw nieobserwowalnych mozna teraz sformutowaé
nastepujaco:
E (Yit| Xit, Xit—1, - -+, X1, ¢i) = B (¥it| Xit, ¢i) = Xief + ¢
Przyktad: (Wooldrodge) Dynamiczny model efektéw nieobserwowalnych
Yit = ZitY + 01Yi,t—1 + G + Ut
a wiec w tym przypadku xiy = (zjt, ¥it—1). Wynika z tego, ze
(Xjt, Xjt—1, -, Xi1) = (Zit, Yi.t—1,---,Zi1, Yio) | sekwencyjne ograniczenia
narzucone na momenty implikujg, ze

E (Vit| it Yiit—1, - - - Zi1, Yio, i) = E (Yit| Zit, yi -1, ¢i)
=Zipy +01Yit-1 TG
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Sekwencyjna egzogenicznos¢ i zgodno$¢ estymatoréw

panelowych

o W przypadku, gdy sekwencyjne ograniczenia narzucone na momenty
sg prawdziwe ale nie jest prawdziwe zatozenie o $cistej egzogenicznosci
estymatory RE, FE, FD nie s3 zgodne. Na przyktad estymator
efektéw statych nie jest zgodny poniewaz:

-1

plim <BFE) =B+

-
T 1Y E (xiex)
t=1

[T—l éE (xf-tu,-t)]

ale E (Xf-tuit) = E [(xit—Xit) uit] = — E (Xjruj) =
T1 ZST:1 E (Xisuit) = T1 ZsT:t+1 E (xisujt) # 0, poniewaz w
przypadku ograniczeh sekwencyjnych zaktadamy, ze moze istniet
korelacja migdzy uj; a x5 dla s > t.

o Wielkoé¢ asymptotycznego obcigzenia maleje z szybkoécia 7! ale
dla paneli T jest czesto mate
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Sekwencyjna egzogenicznos¢ i zgodno$¢ estymatoréw

panelowych c.d.

o Jesli xj; jest stacjonarne to estymator FE jest lepszy niz estymator FD
poniewaz estymator FE ma btad O (T‘l) a dla estymatora FD btad
nie zalezy od T

o Mozliwe jest jednak znalezienie estymatoréw zgodnych przy
ograniczeniach sekwencyjnych

@ Po zastosowaniu przeksztatcenia pierwszych réznic otrzymujemy

Ayir = M+ Duj, dlat=2,...,T
@ Zatozenie o sekwencyjnej warunkowej egzogenicznoéci x; implikuje, ze
E (Xjuiz) =0, dlas=12...,t

@ Zauwazmy jednak, ze
E (Axf-tAu,-t) #0
poniewaz X;;_1 moze by¢ skorelowany z uj;. Estymator POLS dla
modelu dla pierwszych réznic nie jest zgodny
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Estymator zgodny dla modelu z sekwencyjnie

egzogenicznymi zmiennymi

@ Zauwazmy jednak, ze

E(stAUit)ZO, fors=1,2,...,t—1

oraz
E(Axf-sAu,-t):O, fors=1,2,...,t—1
@ W rezultacie wektory zmiennych x§, = x;:—1,...,%;0 lub
X% = AXjt_1,...,Ax;o (oraz kazda ich liniowa kombinacja czy

funkcja) moga by¢ uzyte jako zmienne instrumentalne w réwnaniu na
pierwszych réznicach

@ W rezultacie réwnanie na pierwszych réznicach mozna zgodnie
oszacowac¢ za pomocg 2MNK zastosowanego do modelu na
pierwszych réznicach i préby wymieszanej
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Estymator efektywny dla modelu z sekwencyjnie

egzogenicznymi zmiennymi

@ Zazwyczaj zatozenie, ze spetniony jest warunek rzedu stosowalnosci
2MNK a wiec E (Ax,-tAxf-tfl) = K ma sens. Uzycie takich
instrumentéw jest jednak mozliwe tylko, gdy T > 3

@ Dla T =2 mozemy uzy¢ x;;_1 ale czesto korelacja miedzy Ax;; i Xjr—1
jest mata

@ Estymatorem efektywnym w tym konteksécie jest estymator UMM,
ktéry wykorzystuje wszystkie sekwencyjne ograniczenia narzucone na
momenty. Jednak wtasnosci takiego estymatora w matej prébie moga
by¢ nieporzadane z racji na duzg liczbe przeidentyfikowujgcych
ograniczen.

@ Zauwazmy, ze dla uj nieskorelowanego w modelu oryginalnym
wystapi korelacja pierwszego rzedu dla btedu losowego Auj: w modelu
na réznicach. Ten problem mozna rozwigza¢ stosujac odporng
macierz wariancji kowariancji (estymator warstwowy).
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Estymator panelowy w przypadku mieszanym

@ Moze sie zdarzy¢, ze
Vi =zipy+w,d+c+up dlat=12..., T

przy czym z;; jest SciSle egzogeniczny ale wj; jest sekwencyjnie
egzogeniczny.
o W takim przypadku estymujemy za pomocg 2MNK réwnanie

Ayir = Azjpy + W6 + Auje,  fort=2,..., T

wykorzystujgc jako instrumenty z;, Wjt_1,...,W; o albo jakgkolwiek
ich liniowg kombinacje.

@ Typowym zastosowaniem tej metody jest estymacja modelu

Yit = ZitY+P1Yit—1 + Ci + Uit
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Estymator panelowy w przypadku réwnoczesne;j

endogenicznosci

o Moze sie zdarzy¢, ze wystepuje réwnoczesna korelacja miedzy
zmiennymi objasniajgcymi a btedem czystolosowym.

e W takim przypadku E (Z);uir) = 0 dla wszystkich s, t ale
dopuszczamy, ze wj; wykazuje réwnoczesng korelacje z uj;

o W takim przypadku estymujemy model na pierwszych réznicach przy
uzyciu zmiennych instrumentalnych pochodzgcych spoza modelu (ale
mozemy takze uzy¢ z: i Wjt_, ..., Wjg jako instrumenty).

o Jesli w modelu nie wystepuja zmienne opdznione mozemy takze uzyc
przeksztatcenia efektéw statych a nastepnie 2MNK dla zmiennych
przeksztatconych.
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Modele z indywidualnymi wspétczynnikami

model losowego trendu

@ Najprostszym modelem tego typu jest model losowego trendu
yit = ¢ + &t + Xt + uit

@ Stopa wzrostu w takim modelu (w przypadku modelu logliniowego)
jest rézna dla poszczegdlnych jednostek

@ Zatozenie o Scista egzogenicznosci wyglada w tym przypadku
nastepujaco:
E (uit|xi1, ..., X7, ¢, 8) =0

a model ma nastepujaca postac:

E (Yie| Xi1, - - .. xiT, ¢i, &) = E (yit| xit.Ci, 8&i) = ¢i + git + xiep
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Modele z indywidualnymi wspétczynnikami

model losowego trendu c.d.

@ Jednym z podejs¢ do estymacji jest zastosowanie przeksztatcenia
pierwszych réznic:

Ay = gi + Axie+ Auj, dlat =2,..., T

i oszacowania uzyskanego modelu za pomocg estymatora FE lub FD

@ Do zastosowania réznicowania musimy mie¢ T > 2, dla pdzniejszego
zastosowania FE lub FD potrzebujemy T > 3
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Modele z indywidualnymi wspétczynnikami

przypadek ogdlny

@ Ogolna posta¢ modelu z indywidualnymi wspétczynnikami
Yit = zjraj+Xjtf + Uit
@ Zatozenie o Scistej egzogenicznosci
E(u;t\z,-,x,-,a,-) =0dlat=1,..., T
@ Model ten mozna zapisa¢ w formie macierzowe;
yi = Zjaj+X;B+u;
o Zdefiniujmy macierz M; = I+ —Z; (Zf-Z,-)f1 Z! i pomnézmy obie
strony réwnania z lewej strony przez t3 macierz
Miy; = M;Z;a;+M;X;B + Mju;
——
0
yi = XiB + Mju;
gdzie y;, X; s3 resztami z regresji y;, X; na Z;
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Modele z indywidualnymi wspétczynnikami

przypadek ogdlny c.d.

o Jesli prawdziwe jest zatozenie o Scistej egzogenicznosci, to
E (X!uj) =0 POLS zastosowany do przeksztatconego réwnania da
estymator zgodny

e Warunek rzedu E (X!X;) = K moze zawie$¢ jesli s3 elementy xi,
ktére nie zmieniaja si¢ w czasie

@ Jest mozliwe uzyskanie zgodnych estymatoréw wartoéci oczekiwanej
losowych wspétczynnikéw « = E (a;), poniewaz a jest réwne

®=E [(Zfzi)_l z; (Yi—xiﬁ)}

a zatem moze by¢ oszacowana nastepujaco:

o= ¥ [(@2)7 2 ()

i=1
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Modele z indywidualnymi wspétczynnikami

przypadek ogdlny c.d.

@ Nieobcigzone ale niezgodne estymatory wspétczynnikéw mozna
uzyskac ze wzoru:

aj = (Z:'Zi)_l z; <yi—xiBFE>
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Estymator Hausmana-Taylora

Czesty problem przy estymacji modelu za pomocg estymatora efektéw
statych niemozliwe oszacowanie wspétczynnikéw, przy zmiennych
statych w czasie

Zatézmy, ze model ma nastepujaca postaé:

Yie = Zjy + X, B+ ¢i + ujr

@ Zatozenie o $cistej egzogenicznosci:
E (uje| xi1, ..., xiT,¢) =0
@ Przeksztatcenie FE i FD eliminujg z; i w konsekwencji 7
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Estymator Hausmana-Taylora

najprostszy przypadek

o Jesli jednak E (zjc;) = 0, to mozna oszacowa¢ v uzywajac faktu, ze

ziy+c +10. = y;—X.p
E(zizi))y = E[Z(y,—%B)]
a wiec estymatorem 7 jest

-1
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Estymator Hausmana-Taylora

przypadek ogdlny

e Przypadek ogélny: z; = (zj1,2;2), xit = (Xjt,1, Xit,2) 1 zaktadamy, ze
zj1, X;r,1 S3 nieskorelowane c;.
o Konieczny warunek identyfikacji TKy > J,, gdzie Kj jest liczbg
zmiennych w X;1¢, J» jest liczbg zmiennych w z;,
@ Estymator Hausmana-Taylora wyliczany jest nastepujaco:
@ Przeprowadzamy regresje 2MNK na prébie wymieszanej uzywajac jako
instrumentow (z; 1, Xj¢,1, X5 1)
gdzie x%; = (X:C'Jt,l'x/?t—l,l ..... x?1'1>
. ~2 A2
Q Liczymy oz,0;, i A
@ Przeprowadzamy pseudo-odérednianie zmiennej niezaleznej, zmiennych

niezaleznych oraz instrumentéw
© Przeprowadzamy regresje 2MNK na zmiennych pseudo-odsrednionych
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Testowanie stacjonarnosci w przypadku paneli

@ Model statystyczny
Yit = P;Yit—1 + ZitY; + Uit
odejmujac obu stron yj;_1 otrzymujemy
Ayt = ¢;yit—1 + Ziey; + Ui

@ yj+ jest niestacjonarne jesli p, = 1 (lub réwnowaznie ¢, = 0) dla
i=1,...,N

@ z;; zawiera elementy deterministyczne n.p. stata i trend z;; = [1, t]

e Opracowano szereg testéw stacjonarnosci, ktdre réznig sie zatozeniami

dotyczacymi statosci p; (lub réwnowaznie ¢;), y; oraz wiasnosciami
asymptotyczymi
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Testowanie stacjonarnosci w przypadku paneli c.d.

o Wiasnosci asymptotyczne wigzg sie gtownie z pytaniem, czy test jest
zgodny dla N — oo i T statego, dla T — oo i N matego, czy tez dla
jakiej$ kombinacji tych zatozen

@ Przy wyborze testéw znaczenie ma takze zatozony model trendéw
deterministycznych

o Testy (STATA)

Levin—Lin—Chu test
Harris—Tsavalis test
Breitung test
Im—Pesaran—Shin test
Fisher-type tests
Hadri LM test
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Testowanie stacjonarnosci w przypadku paneli

Wihasnosci testéw

Test Trend Asymptotyka o; dla Hy Panel
LLC bez statej \W/ T 0 =p zbilansowany
LLC N/T —0 p; = zbilansowany
LLC trend N/T —0 0;=p zbilansowany
HT bez statej N — oo, T state p; = zbilansowany
HT N — oo, T state p;=p zbilansowany
HT trend N — oo, T state p; = zbilansowany
Breitung bez statej (T,N) —seq 0 =p zbilansowany
Breitung (T,N) —seq 0; = zbilansowany
Breitung trend (T,N) —seq 0 =p zbilansowany
IPS trend N — oo, T state p; # P; niezbilansowany
IPS opéznienia (T,N) —seq P #p; niezbilansowany
IPS trend z opéznieniami (T, N) —geq 00 o # p; niezbilansowany
Fisher T — oo, Nstate p; #p; niezbilansowany
Hadri LM (T,N) —seq X zbilansowany
Hadri LM trend (T,N) —geq X zbilansowany
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Testowanie kointegracji w przypadku paneli

Test Westerlunda

@ Proces Generujacy dane

pi Pi
Ayie = 8ide +a; (ie—1— BXit—1) + 2 &ijAyit—j+ Z wiiAxj—j+e
Jj=1 Jj==qi
gdzie wektor d; jest wektorem elementéw deterministycznych
@ Przeksztatcajac

Pi pi
Ayie = 8Side + aiyi -1 — AiXie—1+ ) €jAyi e j+ Y ajAxjc_j+éir
Jj=1 J==qi
gdzie A = —u;B;
o Jedli a; = 0, to nie ma korekty btedem i tym samaym nie zachodzi
kointegracja, jesli a; < 0, to dla jednostki i/ kointegracja zachodzi
o W zwigzku z tym hipoteza zerowa o braku kointegracji moze zostac
sformutowana nastepujaco:

HotlJc,':Od|al':1,...,N
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Testowanie kointegracji w przypadku paneli c.d.

@ Hipoteza alternatywna moze by¢ sformutowana na dwa sposoby:

o jesli zataozymy, ze dla poszczegdlnych jednostek panelu a; moga byé
rézne
Hi : aj < 0 dla pewnego i *)

o jesli zatozymy, ze dla wszystkich jednostek panelu a; s3 identyczne
Hi:aj=a<0dlai=1,..., N (**)

@ Statystyki otrzymywane dla (*) nazywamy statystykami grupowymi
(group-mean)

@ Statystyki otrzymywane dla (**

) nazywamy statystykami panelowymi
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Testowanie kointegracji w przypadku paneli c.d.

@ W procesie liczenia statystyki szacuje sie metodami
nieparametrycznymi dtugookresowg macierz wariancji kowariancji

@ W obu przypadkach mozemy zastosowac statystyke opartg na
statystyce t (oznaczong odpowiednio Gz, Pr) lub na Ta (oznaczone
jako Gy, Py)

o Wyboér konkretnej statystyki zalezy od analizowanego problemu
badawczego

@ Westerlund wyprowadzit rozktad asymptotyczny tych statystyk dla
(T, N) —geq
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