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Klasyczny Model Regresiji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatke zatozenie klasycznego modelu regresji liniowej
Wiasnosci estymatora MNK w KMRL

Q@ yi =x1if1+ -+ + xkiPk + € , zapisie macierzowym:
y=X3+¢
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Klasyczny Model Regresiji Liniowej Zatozenia KMRL
Dodat o zatozeni modelu regres;ji liniowej

Wiasnosci estymatora

Q yi=x1;01+ -+ xkiBk + €; , zapisie macierzowym:
y=X3+¢
@ Zmienne objasniajace xy;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
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Klasyczny Model Regresiji Liniowej Zatozenia KMRL

nego modelu regresji liniow
MRL

Q@ yi =x1if1+ -+ + xkiPk + € , zapisie macierzowym:
y=X3+¢

@ Zmienne objasniajace xy;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
Q E(gj)=0dlai=1,...,N, zapisie macierzowym: E(¢) =0
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Klasyczny Model Regresiji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatk zatozenie kla o modelu regresji linion
Wiasnosc matora MNK w KMRL

Q@ yi =x1if1+ -+ + xkiPk + € , zapisie macierzowym:
y=X3+¢

@ Zmienne objasniajace xy;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
Q E(gj)=0dlai=1,...,N, zapisie macierzowym: E(¢) =0
Q@ Cov(ej,ej) =0dla i # j (brak autokorelacji btedu losowego)
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Klasyczny Model Regresiji Liniowej Zatozenia KMRL
Dodatk zatozenie ego modelu regresji liniow

Wiasnosc matora MNK w KMRL

Q@ yi =x1if1+ -+ + xkiPk + € , zapisie macierzowym:
y=X3+¢

@ Zmienne objasniajace xy;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
Q E(gj)=0dlai=1,...,N, zapisie macierzowym: E(¢) =0
Q@ Cov(ej,ej) =0dla i # j (brak autokorelacji btedu losowego)

@ Var(ej))=oc%dlai=1,...,N (homoskedastycznos¢
# heteroskedastycznos¢ btedu losowego)

N. Nehrebecka 8. KMRL



Klasyczny Model Regresiji Liniowej Zatozenia KMRL

nego modelu regresji liniow
MRL

@ Zaburzenia losowe ¢ sa sferyczne.

Var(e1) Cov(eg,e1) -+ Cov(en,e1)
Var(e) = 021 = Cov(e1,e2) Var(e7)
Cov(e1,en) Cov(ez,en) --- Var(en)
o? 0
0 o?
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatkowo zatozenie klasycznego modelu regresji liniowej
Whasnosci estymatora MNK w KMRL

g~ N(0.c°1)

Reszty majg rozkiad normalny
Z wartoscig oczekiwang
znajdujaca sie na linii regresji.

X
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Klasyczny Model Regresji Liniowej
zatozenie klasycznego modelu regresji liniow

Wiasnosci estymatora MNK w KMRL

@ Nieobciazonos¢: E(b) =

@ Efektywnosc:
Twierdzenie (Gaussa-Markowa) Dla spetnionych zatozen
KMRL estymator MNK jest najlepszym estymatorem
parametréw 3 w klasie liniowych i nieobcigzonych
estymatoréw tego parametru.
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Estymator v
Estymator ma

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

e Wektor oszacowan (estymator) parametréw jest wektorem
losowym, moze wiec odbiega¢ od prawdziwych wartosci
parametrow

@ Precyzje oszacowania mierzy sie za pomoca miar rozrzutu,
dyspersji

@ Najpopularniejsza miara rozrzutu jest macierz
wariancji-kowariancji
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Estymator w

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK -

Wyprowadzenie wzoru

o Wazne zatozenia KMRL: brak autokorelacji (cov(ej,ej) =0
dla i # j ) i homoskedastycznos¢ (var(e;) = o2 dla
i=1,....N)

Var(b) = Var((X'X)™1X'y) = Var((X'X) 71X (X8 +¢)
= Var(B + (X'X)1X'e) = (X'X)71X Var(e) X(X'X) 7t
o2l

= (X' X)X X(X'X) =2 X'X) =X

Var(b1)  --- cov(bp, bg)
2= : :
cov(bg,bp) -+ Var(by)
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Estymator v
Estymator ma

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

o Oszacowanie wariancji estymatora parametréw ¥ uzyskamy,
jesli uda sie znalez¢ estymator wariancji btedu losowego o2
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Estymator wariancj
Estymator ma

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

@ Oszacowanie btedéw losowych w MNK - reszty

@ Dlatego estymator wariancji btedéw losowych buduje sie na
podstawie wariancji reszt
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Estymator wariancji btedu losowego

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK D
Y Y J J Y Estymator macierzy kowariancji b

Podstawowa macierz idempotentna

e=y—Xb=y— X(X'X)"IX'y =
(I — X(X'X)"IX")y =My

N. Nehrebecka 8. KMRL



Estymator wariancji btedu losowego

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK > o o e
7 Estymator macie variancji b

Wiasnosci macierzy My

@ My jest macierza:

@ idempotentna: MxMyx = My
@ symetryczna: My = M)

@ Kolumny macierzy My sa ortogonalne do kolumn macierzy X:
MxX =0
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Estymator wariancji bledu Iosowego

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK
Y Y J J Y Estymator maci

Zaleznosé

miedzy resztami a btedami losowymi

e = Mxy = Mx(Xﬁ—i-S) = Mxe
——
0

stad
ee =c'Myxe
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Estymator wariancji btedu losowego
Estymator macierzy kowariancji b

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

suma kwadratdéw reszt jest skalarem, wiec
e'e = tr(e'e) = tr(¢'Mxe)

ale
tr(e'Mxe) = tr(Mxee’)

stad (korzystajac z zatozenia o homoskedastycznosci i braku
autokorelacji)

E(e'e) = E(trMxee’) = tr(Mx E(e€)) = o*tr(Mx)

N——
a2l
ale
tr(Mx)=N—-K
czyli

E(e'e) = o?(N — K)



Estymator wariancji bledu Iosowego

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK
Y Y J J Y Estymator mac

Nieobciazony estymator wariancji

Poniewaz
ee
E(——)=0?
(v—x)
Dlatego nieobcigzonym estymatorem wariancji btedu losowego jest
e'e
s? =

N—-K
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Estymator wariancji btedu losowego

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK
Y Y J J Y Estymator macie kowariancji b

Liczba stopni swobody

df = N — K
~—

stopnie swodoby liczba obserwacji  liczba estymowanych parametréw
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Estymator wariancji btedu loso
Estymator macierzy kowariancji b

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

Y = 2(X'X)7!
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Estymator v
Estymator ma

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

@ se(by) - oszacowanie odchylenia btedu standardowego by,
ktére wykorzystuje sie do mierzenia precyzji oszacowan
parametrow.

se(be) = [ib] kk
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Estymator w mmql btedu lo
Estymator macierzy kowarianc; b

Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

@ Poniewa estymator b jest liniowy, to analogiczne wtasnosci
posiada réwniez dowolna kombinacja liniowa wektora b.

@ Wezmy na przyktad wektor ztozony ze statych v o nie
wszystkich elementach jednoczesnie réwnych 0:

@ i utwdrzmy kombinacje liniowa wektora v i b, a wiec:
o Vb= wviby + ... + vibx.

@ Ta kombinacja liniowa jest réwniez najlepszym liniowym i
nieobciazonym estymatorem kombinacji liniowej v/f3 .
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Pytania teoretyczne

@ Wymieni¢ zatozenia Klasycznego Modelu Regresji Liniowe]
(KMRL).

@ Udowodni¢, ze, w KMRL estymator b jest nieobciazony.

© Wyprowadzi¢ posta¢ macierzy wariancji kowariancji b i podac
interpretacje jej elementdéw.

Q Podacl (stowami) tres¢ twierdzenia Gaussa-Markowa i wyjasnié
jego znaczenie.

@ (*) Udowodni¢ twierdzenie Gaussa-Markowa.

@ Pokazaé, ze s? jest nieobciazonym estymatorem o2

@ Udowodni¢, ze s>(X’X)™! jest nieobciazonym estymatorem
Var(b).
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