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3. Stosowalna Uogdlniona MNK




»  Jezeli zatozenie o homoskedastycznosci lub zatozenie o braku

autokorelacji nie jest spetnione, to méwimy o niesferycznosci btedow
losowych

» W przypadku wystepowania heteroskedastycznosci lub autokorelac;ji:

Var(e)=Q =0V




SUMNK

» Gdy elementy macierzy V sg nieznane = 7ywamy estymatora

UMNK zastepujgc V oszacowaniem V

s metoda ta to Stosowalna Uogdlniona Metoda Najmniejszych
Kwadratow (Feasible Generalized Least Squares)
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Stosowalna Uogolniona MNK

)y Istota: budujemy dodatkowy model dla wariancji i kowariancji tak aby
znalez¢ funkcje Q(0)
» Zaktadamy, ze

Var(g) =Q(6)

gdzie wymiar @ nie zalezy od liczby obserwacji.

Dla znanego 8 moglibysmy zastosowa¢ UMNK, jednak zwykle @ jest nieznane.

Wiemy, ze estymator MNK jest zgodny nawet wtedy, gdy wystepuje autokorelacja lub
heteroskedastycznosc.




Przyktad

»  Typowy przyktad zastosowania SUMNK — usuwanie
heteroskedastycznosci z modelu

»  Heteroskedastyczno$¢ ma postac zaleznosci funkcyjnej:

0,2 = ay + z;a

» awiec
Var(e) = Q(ay, a)

»  Mozna jg wykry¢ za pomocga testu Breuscha-Pagana.




SUMNK

y Etapy estymacji za pomocg SUMNK:

1. Szacujemy model za pomocg MNK, uzyskujgc zgodny estymator bMNK

2. Na podstawie wektora reszt e szacujemy model pomocniczy, z ktorego
otrzymujemy zgodny estymator 6

3. Powtornie szacujemy parametry modelu stosujgc estymator UMNK,
nieznang macierz ) zastepujemy jej oszacowaniem Q(é)




SUMNK

4. Uzyskany estymator SUMNK:

-~ —1 -~
A [X’ﬂ‘l (.9) X} xX'n! (.9) Y

.



Przyktad 1

»  Typowy przyktad zastosowania SUMNK — usuwanie
heteroskedastycznosci z modelu

»  Heteroskedastyczno$¢ ma postac zaleznosci funkcyjnej:

0,2 = ay + z;a

» awiec
Var(e) = Q(ay, a)

»  Mozna jg wykry¢ za pomocga testu Breuscha-Pagana.
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Przyktad 1

»  Najczesciejjednak a, « sg nieznane

» W tym przypadku mozemy postuzyc sie metoda dwustopniowa
#» Estymator MNK jest nieobcigzonyi zgodny
#» e? - kwadraty reszt z MNK stanowig pewne oszacowanie o?

»  Regresja e?na statej i z;da zgodny estymator ay, a

»  Dla tak policzonych estymatoréw @, @ mozna policzy¢ wartosci

~ 2 o~ o~ ’ P s
teoretyczne ;" = @y+ z;a dla poszczegdlnych obserwacjii uzyskac
Rgcierz (A, @)
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rzyktad 1

O

# Stosowalna UMNK polega na wyestymowaniu MNK rownania:

Vit =x;p+g”

»  gdzie
* Yi
’ . —_——
yl 3;‘
x-
b xi* = A—l
gi

»  Uzyskany w ten sposob estymator bedzie asymptotycznie zgodnym i
efektywnym
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Przyktad

»  Wydatki na zywnos¢

Model

linc
_Tklm_ 2
_TIklm_ 3
_Tklm_ 4
_TIklm 5

_Iklm_6

89.6721174
275.09173

. 3540467
.0334229
.0584767T
.0325534
. 0423542
0203535
3.749705

6 14.9453529

3339 . 08238746
3345 109047488
Std. Err t
.0113581 31.17
.0197196 -1.69
. 0213409 -2.74
.0176063 —-1.85
.019028 -2.23
.0189354 -1.07
.090792 41 .30

[957

Number of obs =
6, 3339)
Prob = F
E-squared
Adj B—squared
Root MSE

.33177 72
.0720866
.1003194
.0670736
0796619
.0ET4796
3.571692

Cont.

3346

0.2458

. 28703

Interval]

.3763162
.0052408
.0166341
.0019668
. 0050465
01687726
3.927719

181.40
0.0000

0.2445
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Przyktad 2

»  Regresja e? na statej i kim

regid2 Coef. Std. Err. t Pt [95Y. Comf. Interval]
_________ —_—
_Iklm 2 - 00eE0e3 0051102 0.75 0.455 -.0110528 0226715
_Iklm 3 -.016938F L009ETI0 -1.72 0. 086 - 0362975 0024215
_Iklm 4 —. 0129232 LQ0E0a02 -1.61 0.108 - 0236926 0028361
_Iklm 5 —_ 00FEe24 0086435 -1.02 0.306 —-.0258164 L00E0%4s
_Iklm & - 0133504 .00g4523 -1.58 0.11% = 0300205 0032416

COns 0906276 L00e6E6ET 13.55 0. 000 J07Te1TL S103T3E]

»  Test nafgczna nieistotnosé zmiennej kim:

Fi 5, 3340) =
Prob = F =

2.16
0.0526
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Przyktad 2

»  Regresja e? na statejilinc

regid? Coef. ftd. Err. t Pt [95Y, Conf. Intervall
_________ e o e o o e e e e e e e . . e e e — T — TS B _— T _— — _—— T
linc 017435 005053 a.425 @ DOTR2TE QZET3423
Cons - 05049538 0385321 -1.31 0.1680 - 1260476 02505
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Przvktad 2

(—

»  Przyjeto, ze zaleznos¢ miedzy wariancjg btedu losowego i ma postac:

5% = Q, +alinc
| 0 1
ragidz | Coef. etd. Err. t Bx|t| [a5% Conf. Interval]
————————————— f————————————————————————————————————————————————————————————————
linc | JOLT43E L205053 *.45 o.00l LO07TE278 LO2T3423
_cons | -.0504328 .03395321 -1.21 0.150 -. 1260476 L2505
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W | -~ | 9
ZV ktad 2

Z regresji tej najpierw wartosci dopasowane

"N 2 "N N -
o, =a,+alinc

Podzielono zmienng zalezng i wszystkie zmienne niezalezne (tacznie ze
statg i zmiennymi zerojedynkowymi) w pierwotnej regresji przez &i

G, = |G, +éylinc
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Source | EE df MS Humber of obz - 3346
------------- e F{ 7, 3339) = R —
Modal | 1£22677.41 7 2403392 .4B7 Prob » F - 0.0000

Residual | 3345.60572 333% 1.00197955 R-sgquared = 0.25330 -
------------- R Ad] R-sguared - 0.3330
Total | 1€26€023.02 3346 503.982116
t 1g | Coef gtd. Err £ F=|t| [95% Conf. Interval]
————————————— f————-—-————-————-—-————-———-—-————-————-—-——-—-————-—-——-—-————
t linc | 31603508 .03114135 1.57% 0.oo00 LA3T5T2T 1327213
t Iklm 2 | LO33076e1 .01533933 -1.66 0.03E 0722569 00610
£t Iklm 2 | 0565737 .021603% -2.62 0.a0o -09B231% -. 01421
t Iklm 4 | 0290265 L217916e7 -1l.62 0.103 08315553 Q0520
t Iklm & | L23T74201 0131635 -1.96 0.0z1 LOT50634
t Iklm & | - . 017306 0133144 -0.31 0.2&63 -. 054587
t cons | 3.699076 LOFI66E72 40.80 0.oo00 1.521307

Oszacowanie btedu
standardowego s powinno
by¢ rowne 1
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Przyktad 2

»  Standardowo uzyskiwana wielkos¢ statystyki F jest niepoprawna
(przeksztatcona stata jest traktowana jako jedna ze zmiennych).
Poprawny test F powinien testowac tgczng istotnos¢ wszystkich

zmiennych poza przeksztatcong stata.

Fi 6, 2339)
Prob = F

183.74
0.0000

»  R?uzyskane w takiej regresji nie jest interpretowalne zmienna zalezna
zostata stworzona sztucznie

»  Mozna policzy¢ R? dla oryginalnej regres;ji i uzyskanych z UMNK wartosci
dopasowanych

_ 9
> (ﬁt.-'suﬁ.r{,i — yt.-:uf-.-'.r{)
. —_ 2 .
S (g —7)

Policzona wartos$¢ R, v =.28674733
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rzyktad

Wynik standardowego testu Breuscha-Pagana jest teraz nastepujacy:

Breusch-Pagan / Cook-Weisberg test for heteroskedasticity

>

chi?2 = 0.00905
Prob > chi2 = 0.9242

Heteroskedastycznos¢ udato sie usungc!

20



t P=|t| [95Y, Conf. Intervall]

. 3540467 .0113581 31.147 0.000 L.33177T2 .3763162

0334229 .0197196 -1.69 0.090 .0T720866 .0052408

. 0684767 0213409 -2.74 0.006 .1003194 .0166341

. 03255834 .0176063 —1.85 0.065 .087T707T36 .0019668

. 0423542 .019028 —2.23 0.026 .0796619 .00b0465

. 0203535 . 0189354 —-1.07 0.283 .0574796 .0167T26

3.749705 .090792 41 .30 0.000 3.571692 3.927719

t_1q | t P=|t| [25% Conf. Intervall
_____________ P | | | |
t_linc | . 3603508 .01141 35 31 .57 p.OOO .33T9T2T .3827289
t_Tklm_2 | .0330761 .0199833 —-1.66 0.098 —. 0722569 .0061048
. 0565737 .0216039 —2.62 0.009 —.0989312 —.0142156
. 0290265 .0178167 —-1.63 0.103 —.0639593 .0052063
t_ Tklm 5 .0374901 .0191635 —1.96 0.051 —. 0750634 .0000832
t_ Tklm 6 —.017306 .0190144 —0.91 0.363 —. 054587 .0199751
t_cons 3.699076 . 0906672 40 .80 0.000 3.521307 3.876845
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Przyktad 3

»  SUMNK w modelach z autokorelacja

° Najpopularniejszym zastosowaniem tej metody estymacji jest estymator Praisa-
Winstena

° SAMODZIELNIE!
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4. Odporne macierze wariancji i kowariancji b
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Odporne macierze warianc

kowariancii

[

r/

- Istniejg estymatory macierzy wariancji i kowariancji, ktore sg zgodne w
przypadku wystepowania heteroskedastycznosci lub autokorelacji
=) Odporne (robust) estymatory wariancji

- Stosujemy rézne estymatory w zaleznosci od tego czy w modelu
wystepuje heteroskedastycznosc czy autokorelacja

> Najpopularniejszym odpornym na heteroskedastycznos¢ estymatorem macierzy wariancji
i kowariancji b jest estymator White’a

o Estymator Newey’a-Westa macierzy wariancji i kowariancji b stosujemy gdy w modelu
wystepuje heteroskedastycznosc¢ i autokorelacja

o Estymator warstwowy (autokorelacja btedu losowego moze by¢ skutkiem czesciowo
ielosowego doboru préby)

| \
B\ ~
\\

24



- Macierz wariancji i kowariancji b:
Var(b) =E((X'X) "X 'ge' X (X' X)) =

(X' X)IX'QX(X'X) ! =
(X X)X VX (X' X)

.

25



tymator odporny White

[ = [~

Jesli znalibysmy macierz wariancji-kowariancji 2, wtedy estymatorem macierzy
wariancji-kowariancji wektora parametrow  bytoby

1/1 1 1 -
Var(b) = N(NX’X) (NX’QX) (NX’X)

\ }

Jednak macierz Q nie jest znana.

Zachodzi wiec koniecznos$¢ oszacowania N(N+1)/2 nieznanych parametrow
macierzy na podstawie N obserwacji.

White (1980) pokazat, ze rozwigzaniem jest odmienne spojrzenie na problem.

To co jest istotne to uzyskanie zgodnego estymatora dla macierzy X’QX, ktéra ma wymiar | K XK

Ponadto liczba zmiennych w modelu jest zazwyczaj stata i nie zalezy od rozmiaru préby.

Oznaczmy przez x; i-tv wiersz macierzy obserwacii X. N

=1

X,.Q.X = X’O'ZVX = Z crizx'ixi

26



tymator odporny White

White zaproponowat by nieznane wariancje zastgpi¢ kwadratami reszt.
W ten sposob uzyskany estymator jest zgodny.

A 1 N :
I=1

W rezultacie otrzymujemy estymator White’a, ktory jest zgodny w
przypadku heteroscedastycznosci.

-1 -1
ib=i iX'xj §0(1X'X)
NN N

27



Przvkitad

=’

»  Przeanalizujemy model popytu na prace zgtaszanego przez belgijskie
firmy. Préba zawiera dane z 570 firm z roku 1996. Dostepne sg
nastepujgce zmienne:

3 labor - zatrudnienie

» wage - suma pensji podzielona przez liczbe pracownikéw (w milionach
jednostek)

»  output - wartos¢ dodana produkcji (w milionach jednostek)
»  capital - wartos¢ majatku trwatego (w milionach jednostek)

28



Przyktad

. reg Inlabor lnwage lnoutput lncapital

Source | o0 df MS Number of chs = 5E9
e e Fii 3, E65) = 1011.02
Model | 6B6.747032 3  218.915677 Prob > F = 0.0000
Residual | 122.338815 B6b 216528876 R-squared = 0.8430
. Adj R-squared = 0.8421
Total | 779.085847 568 1.37163001 Root MSE = 46533
lnlabor | Coef. Std. Err. t P>|t] [95% Conf. Intervall

e e e o e e e e e e . B . e e . B B . . e o
lnwage | -.9277642  .0714046 -12.99 0.000 -1.068015 -.7875132
lnoutput | .9800474 0264103 37.49 0.000 L938173 1.041922
Incapital | -.0036975 0187697 -0.20 0.844 -.0405644 .0331685

_cons | -.4480909 .0932397 -4.81 0.000 -.6312286¢  -.2649522




. hettest

Breusch-Pagan / Cook-Weisberg test for heteroskedasticity
Ho: Constant variance

Variables: fitted wvalues of lnlabor

chi2 (1) = 19.485
Frob > chiZ

0.0000
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rzyktad

. reg lnlabor lnwage lnoutput lncapital,

Regression with robust standard errors Number of obs = 569
F( 3, 565) = b44.73
Prob > F = 0.0000
R-=quared = 0.8430
Root MSE = 46533

| Robust
lnlabor | Coef. Std. Err. t P>t [95% Conf. Intervall
.
lnwage | -.9277642  .0866604 -10.71 0.000 -1.09798 -.7575483
lnoutput | .9900474  .0467902 21.16 0.000  .8081434 1.081951
Incapital | -.0038975 037877 -0.10 0.922 -.0780944 .0706995

_cons | -.4480909 .1332882 -3.36 0.001 -.7098918 -.18629
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Estymacj)a macierzy warianc)i
kowariancji metoda Newey’a-Westa

» Analogicznie do odpornego na heteroskedastycznos¢ estymatora White'a
ekonometrycy Newey i West zaproponowali odporny na
heteroskedastycznos$¢ i na autokorelacje (o niesprecyzowanej strukturze)

estymator macierzy wariancji-kowariancji dla b, oszacowanego za pomoc3a
MNK.

A

>, =T(X'X)'S, (X' X)™

A 1 L ,
Sx:S ?Z 088, (XX — X1 %)
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Pytania teoretyczne
1. Wyjasnic roznice miedzy UMNK i SUMNK.

2. (*) Opisac proces szacowania modelu SUMNK na przykfadzie usuwania
heteroskedastycznosci z modelu bgdz estymacji za pomoca estymatora
Praisa-Winsterna.

3. Jakie sg zalety stosowania estymatora MNK w potgczeniu z
estymatorem odpornym macierzy wariancji i kowariancji w poroéwnaniu
do stosowania estymatora UMNK.
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Dziekuje za uwage




