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»  Jezeli zatozenie o homoskedastycznosci lub zatozenie o braku

autokorelacji nie jest spetnione, to mowimy o niesferycznosci btedow
losowych

» W przypadku wystepowania heteroskedastycznosci lub autokorelaciji:

Var(e)=Q =0V




Estymator b jest nadal nieobcigzony :

E(b)=E[(X'X)*X'y|=
E[ (X' X)'X'XB+(X'X)'X e |=
B+ (X' X)IX'E(e)=p

- Mozna pokazaé, ze estymator b, przy odpowiednich zatozeniach, jest takze
zgodny

- Nie bed2|e on jednak efektywny =———— moing znalezé
estymator o mniejszej wariancji



- Macierz wariancji i kowariancji b :
Var(b) =E((X'X) "X 'ge' X (X' X)) =

(X' X)IX'QX(X'X) ! =
(X X)X VX (X' X)

- Wz6r ten rdézni sie znacznie od prawidtowego wzoru na wariancje MNK:

Var(b) =o° (X' X)™
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- W rezultacie estymator macierzy wariancji i kowariancji b, ktérym
postugiwalismy sie do tej pory, nie bedzie dobrym oszacowaniem macierzy
wariancji i kowariancji b

- Konsekwencje braku zgodnosci estymatora macierzy wariancji i
kowariancji b moga byé powazne:

»  estymatora macierzy wariancji i kowariancji b uzywamy przy
konstruowaniu praktycznie wszystkich statystyk testowych

»  brak jego zgodnosci implikuje, ze uzywanie standardowych statystyk
testowych moze doprowadzi¢ do btednych wynikow wnioskowania
statystycznego
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Uogolniona MNK

»  Jednym z mozliwych sposobdw rozwigzania problemu niesferycznosci
btedu losowego = oszacowanie macierzy wariancji btedu losowego

»  Zastosowana metoda estymacji jest uogdlnieniem MNK dla przypadku,
gdy btedy losowe s3 niesferyczne

»  Taki uogodlniony estymator mozna uzyskac bezposrednio z zadania na
minimalizacje sumy kwadratow reszt

»  Wyprowadzimy go sprowadzajgc model uogdlniony do KMRL




Uogolniona MN

Zatozenia analogiczne do KMRL, ale réznigce sie brakiem zatozenia o
homoskedastycznosci i autokorelaciji:

1. Yy=Xpf+¢

2. X jestnielosowe

2. Var(e)=Q =0V, gdzie V jest znana
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UMNK

» Dla dodatnio okreslonej i symetrycznej macierzy V mozna zawsze znalezé
takg nieosobliwg macierz z elementami rzeczywistymi, L ze

LVL =1
V=L"L"

L'L=V"~
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Uogolniona MNK

Ly = LXB+Le

»  Zdefiniujmy:
y*=Ly
X*=LX
e*=Leg

»  Dla modelu przeksztatconego

Var (e*) =Var(Lg) = LVar(s)L'= o°LVL'= 5”1
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Uogolniona MNK

- Mozemy znalez¢ pewng macierz L dzieki, ktorej przeksztatcimy model

tak, ze btedy losowe w przeksztatconym modelu bedg homoskedastyczne i
nieskorelowane

- Model ten bedzie spetniat wszystkie zatozenia KMRL
- Dla tego modelu prawdziwe sg wszystkie wnioski na temat wiasnosci MNK

- Estymator, ktory otrzymamy nazywamy estymatorem UMNK i ma on
wszystkie wiasnosci, ktore posiada estymator MNK
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»  Estymator Ugdlnionej Metody Najmniejszych Kwadratow (Generalized
Least Squares — GLS):

D = (X' X)Xy =[(LX) (LX) (LX) Ly
= (X'L'LX)IX'L'Ly = (X VX)XV Ty
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Uogolniona MNK

»  Macierz wariancji i kowariancji by :

Var (B ) =0 (X' X7) =0 [(LX) (LX)]
=o’(X'L'LX) " =’ (X VX)) =(X'Q*X)™
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Estymator UMNK wariancji btedu losowego
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Uogolniona MNK
- Przy zatozeniu normalnosci rozktadu € sposdb testowania hipotez
statystycznych w UMNK bedzie identyczny jak w MNK
- Prawdziwe bedzie tez uogodlnienie twierdzenia Gaussa-Markowa:
Twierdzenie Aitkena: Estymator Uogolnionej Metody Najmniejszych
Kwadratow jest najlepszym, liniowym i nieobcigzonym estymatorem

parametru 5 o ile macierz €L lub macierz V jest znana.

- problem: prawie nigdy nie znamy V
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Wazona UMNK

- Wyjatek, gdy znamy |/ =  \Waziona UMNK (stosujemy jezeli w
modelu wystepuje tylko heteroskedastycznosc)

- Wazona UMNK = (7vpisujemy wagi obserwacjom przy czym im
wyzsza wariancja btedu losowego tym nizszg wage przypisujemy
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Wazona UMNI

>

>

>

W modelu wystepuje:

0 =

Zatézmy, ze elementy v; sg znane.

of

0

0

on

Macierz L ma postac:

4
'\
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Wazona UMNK

>

>

UMNK sprowadza sie do MNK z uzyciem zmiennych:

y*=Ly
X*=LX

W naszym przypadku zmienne te bedg miaty postac:
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» Y.
Przyktad
» Funkcja konsumpcji

Ci =a-+ bY[ + Ei
» gdzie:

> C; - konsumpcja w kraju i,
> Y; - poziom GDP w tym kraju.

» Bardziej realistyczny model na zmiennych wyrazonych per capita:

1
C*i =a—+ by*l + E*i

Zj
» gdzie
. ocr, =Y
C*; p
oy =4

° z; — ludno$¢ danego kraju.
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Pytania teoretyczne
1. Jak niesferycznos¢ btedéw losowych wptywa na wtasnosci MNK?

2. Pokazaé, w jaki sposéb mozna, w przypadku znanej macierzy Q,
sprowadzi¢ model z niesferycznymi btedami losowymi do modelu
spefniajgcego zatozenia KMRL.

3. (*) Wyjasni¢ do czego powinny byc¢ proporcjonalne wagi w Wazonej
Metodzie Najmniejszych Kwadratow. Odpowiedz uzasadnic.
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Dziekuje za uwage




