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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatkowo zatozenie modelu regres;ji liniowej

Wiasnosci

Q yi=x1i01+ -+ xkiBk + €i , zapisie macierzowym:
y=XB+¢
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatkowo zatozeni c o modelu regresji liniowej

Wiasnosci 0 KMRL

Q yi=x1i01+ -+ xkiBk + €i , zapisie macierzowym:
y=XB+¢

@ Zmienne objasniajace xi;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatkov nego modelu regres;ji liniowej

Wiasno atora MNK w KMRL

Q yi=x1i01+ -+ xkiBk + €i , zapisie macierzowym:
y=XB+¢

@ Zmienne objasniajace xi;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N

© E(c;)=0dlai=1,...,N, zapisie macierzowym: E(¢) =0
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatk zatozenie klasycznego modelu regresji liniowej
Wiasnosc matora MNK w KMRL

Q yi=x1i01+ -+ xkiBk + €i , zapisie macierzowym:
y=XB+¢

@ Zmienne objasniajace xi;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
© E(c;)=0dlai=1,...,N, zapisie macierzowym: E(¢) =0
Q Cov(ej,ej) =0dla i # j (brak autokorelacji btedu losowego)
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatk zatozenie klasycznego modelu regresji liniowej

Wiasnosc matora MNK w KMRL

Q yi=x1i01+ -+ xkiBk + €i , zapisie macierzowym:
y=XB+¢

@ Zmienne objasniajace xi;, ..., Xk sa nielosowedlai=1,..., N
© E(c;)=0dlai=1,...,N, zapisie macierzowym: E(¢) =0
Q Cov(ej,ej) =0dla i # j (brak autokorelacji btedu losowego)

@ Var(e;) = 0% dlai=1,...,N (homoskedastycznos¢
# heteroskedastycznos¢ btedu losowego)
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatkov ycznego modelu regresji liniowej

Wiasno atora MNK w KMRL

@ Zaburzenia losowe ¢ sa sferyczne.

Var(e1) Cov(ez,e1) -+ Cov(en,e1)
Cov(e1,€2) Var(e2)

Var(e) = 01 =
Cov(ei,en) Cov(ez,en) --- Var(en)
o? 0
0 o?
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL

Dodatkowo zatozenie klasycznego modelu regresji liniowej
Whasnosci estymatora MNK w KMRL

g~ N(0,6°1)

Reszty majg rozkiad normalny
Z wartoscig oczekiwang
znajdujaca sie na linii regresiji.

X
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Klasyczny Model Regresji Liniowej Zatozenia KMRL
Dodatk zatozenie klasycznego modelu regresji liniowej

Wiasnosci estymatora MNK w KMRL

© Nieobciazonosé: E(b) =

@ Efektywnosc:
Twierdzenie (Gaussa-Markowa) Dla spetnionych zatozeni
KMRL estymator MNK jest najlepszym estymatorem
parametréow 8 w klasie liniowych i nieobcigzonych
estymatorow tego parametru.
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Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

ia standardowego 3

@ Wektor oszacowan (estymator) parametréw jest wektorem
losowym, moze wiec odbiega¢ od prawdziwych wartosci
parametrow

@ Precyzje oszacowania mierzy sie za pomoca miar rozrzutu,
dyspersji

@ Najpopularniejsza miarg rozrzutu jest macierz
wariancji-kowariancji
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Estymator tedu losowego
tor macier:
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK
astymator
d - Estymator a standardowego S

Wyprowadzenie wzoru

o Wazne zatozenia KMRL: brak autokorelacji (cov(ej,ej) =0
dla i # j ) i homoskedastycznos¢ (var(e;) = o2 dla
i=1,....N)

Var(b) = Var((X'X)™1X'y) = Var((X'X) "1 X' (XB +¢)
= Var(B + (X'X) 1 Xe) = (X'X) 71X Var(e) X(X'X) 1
o2l

= ?(X'X)IX'X(X'X) =0 (X'X) =%

Var(by)  --- cov(bp, bq)
cov(bg, bp) --- Var(by)
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ariancji b
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK /ma riancji btedu loso

ncji b

enia standardowego S

o Oszacowanie wariancji estymatora parametréw ¥ uzyskamy,
jesli uda sie znalez¢é estymator wariancji btedu losowego o2
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Estymator wariancji btedu losowego
Estymator macierzy iancji b
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK 2 E ariancji btedu

@ Oszacowanie btedéw losowych w MNK - reszty

@ Dlatego estymator wariancji btedéw losowych buduje sie na
podstawie wariancji reszt
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Estymator wariancji btedu losowego
Estymator macierzy ko
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK
ncji b

enia standardowego S

Nieobcigzony estymator wariancji

Poniewaz
E( ee ) 5
" V=0
N—-K
Dlatego nieobcigzonym estymatorem wariancji btedu losowego jest
ee
2= ——
N—-K
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Estymator wariancji btedu lo
Estymator macierzy kowariancji b
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK Przyktad - /mator wariancji btedu |

Przyktad - estymator macierzy kowariar
Przyktad - Estymator wariancji i odchylenia standardov

> = (X'X)!
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Estymator cji btedu losowego
Estymator macierzy kowariancji b
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK Przyktad - estymator wariancji btedu losowego

Przyktad - estymator macierzy kowariancji b
Przyktad - Estymator wariancji i odchylenia standardowego j3

. xi: regras In_dochod wiek plec i.wyksztalcenie

i.wyksztalcenie _TIwyksztalc_1-3 (naturally coded; _Twyksztalc 1 omitted)
Sour ce 55 df M5 Number of obs = 1083

F{ 4, 1078) = 55.80

Model 63.4299911 4 15.8B574978 Prob » F = 0.0000
Residual 306.34918 1078 .284182913 R-squared = 0.1715

Adj R-squared = 0.1685

Total 369.779172 1082 .341755242 Root MSE = .53309
Tn_dochod Coef. std. Err. t P>t [95% Conf. Interval]
wiek . 004746 .0016325 2.91 0.004 .0015429 .0079492

plec —.3240732 .0324819 -9.98 0.000 - .3B7B0B1 -.2603383
_Twyksztal~2 .2725003 .0521834 5.22 0.000 .1701078 . 3748929
_Iwyksztal~3 . 715203 . 0668967 10.69 0.000 .5839405 .B464654
_cons 6.181451 .0842574 73.36 0.000 6.016124 6.346778

@ Nieobcigzonym estymatorem wariancji btedu losowego jest:
o 52 = &e = 30034918 _ ) 284183 (Mean Squared Error)

o s =1/s2 = ,/0,284183 = 0,53309 (Root of Mean Squared
Error)
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Estymator cji btedu losowego
Estymator macierzy k ancji b
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK ad - estymator

Przyktad - estymator macierzy kowariancji b
Przyktad - Estymator wariancji i odchylenia standardoweg

. matrix Tist e(v)

symmetric e(V)[5,5]

wiek plec _Iwyksztal~2 _Iwyksztal~3 _cons
wiek 2.6652-06
plec -3.327e-06 . 00105507
_Iwyksztal~2 .00001157 -.0000324 00272311
_Twyksztal~3 4.674e-06 -.00003634 .002 35018 .00447517
_cons -.00011 -.00035369 -.00279848 -. 00250806 .00709931

@ estymator macierzy wariancji kowariancji estymatora b:
Y = s2(X'X)!
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Estymator iancji btedu |
ymator macierzy kowari
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK Przyktad - estymato

Przyktad - estymator macierzy kowariancji b
Przyktad - Estymator wariancji i odchylenia standardowego 3

@ se(by) - oszacowanie odchylenia btedu standardowego by,
ktére wykorzystuje sie do mierzenia precyzji oszacowan
parametrow.

se(be) = [ib] kk
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Estymator iancji btedu losowego
Estymator macierzy ncji b
Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK 2 E ariancji btedu

@ Model dla dochodu:

log(dochod) = (1 + Pawiek+ B3 plec+ Sasrednie+ Sswyzsze+¢

. matrix Tist e(v)

symmetric e(¥)[5,5]

wiek plec _Iwyksztal~2 _Iwyksztal~3 _cons
wiek 2.665a-06
plec -3.327e-06 . 00105507
_Twyksztal~2 .00001157 -.0000324 00272311
_Iwyksztal~3 4.674e-06 —-.00003634 .002 35018 . 00447517
_cons -.00011 -.00035369 -.00279848 -.00250806 .00709931

@ Oszacowanie ([ réwne by, = 0,004746
e Oszacowanie Var(by) = 2,665e — 06
e Oszacowanie se(by) = 0,0016325
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Estymator macierzy wariancji i kowariancji estymatora MNK

@ Poniewa estymator b jest liniowy, to analogiczne wtasnosci
posiada réwniez dowolna kombinacja liniowa wektora b.

@ WezZmy na przyktad wektor ztozony ze statych v o nie
wszystkich elementach jednoczesnie réwnych O:

@ i utwérzmy kombinacje liniowa wektora v i b, a wiec:
o Vb= viby + ... + vibx.

@ Ta kombinacja liniowa jest réwniez najlepszym liniowym i
nieobciazonym estymatorem kombinacji liniowej v/3 .
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Pytania teoretyczne

@ Wymieni¢ zatozenia Klasycznego Modelu Regresji Liniowe]
(KMRL).

@ Udowodni¢, ze, w KMRL estymator b jest nieobciazony.

© Wyprowadzi¢ posta¢ macierzy wariancji kowariancji b i podac
interpretacje jej elementdéw.

Q@ Podac (stowami) tres¢ twierdzenia Gaussa-Markowa i wyjasni¢
jego znaczenie.

@ (*) Udowodni¢ twierdzenie Gaussa-Markowa.

@ Pokaza¢, ze s? jest nieobciazonym estymatorem o2

@ Udowodni¢, ze s?(X’X)~! jest nieobciazonym estymatorem
Var(b).
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