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Regresja przeł̨acznikowa - forma modelu
Próby przekrojowe

Równania regresji

yi = x1iβ1 + u1i dla si = 1 (Rezim 1)

yi = x2iβ2 + u2i dla si = 0 (Rezim 2)

Równanie selekcji - model dla zmiennej binarnej

si = 1 dla ziγ ≥ ui
si = 0 dla ziγ < ui

Identyfikacja: ẃsród zmiennych zawartych w równaniu selekcji
powinny się znaléźc zmienne, których nie ma w równaniach regresji
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Regresja przeł̨acznikowa - założenia o bł̨adzie losowym

Zakładamy, że poszczególne bł̨edy losowe są IID - nie występuje więc
autokorelacja i rozkłady są stałe w czasie

Macierz wariancji i kowarinacji bł̨edu losowego

Σ =

 σ11 σ12 σ1u
σ22 σ2u

1


Zazwyczaj konieczne jest założenie o normalnósci ł̨acznego rozkładu
bł̨edu losowego
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Regresja przeł̨acznikowa - estymacja
Estymacja MNK

Zakładamy normalnóśc bł̨edów losowych

Podstawowy problem

E (ui1| ziγ ≥ ui ) = −σ1u
φ (ziγ)
Φ (ziγ)

E (ui2| ziγ < ui ) = σ2u
φ (ziγ)
Φ (ziγ)

Wniosek: jésli zi zawiera czę́śc zmiennych zawartych w x1i i x2i to nie
jest spełniony warunek, że E (u1i | x1i ) = 0 lub E (u2i | x2i ) = 0.
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Regresja przeł̨acznikowa - estymacja
Estymacja MNW

Postác funkcji wiarygodnósci:

L (β1, β2,σ11,σ22,σ12,σ1u ,σ2u)

=
N

∏
i=1

[∫ zi β

−∞
f (yi − x1iβ1| ui ) dui

]si
×
[∫ ∞

zi β
f (yi − x2iβ1| ui ) dui

]si−1
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Regresja przeł̨acznikowa - przypadki szczególne

Tobit

Model Heckmana

Estymacja za pomocą MNW może się okazác kłopotliwa

W niektórych szczególnych przypadkach możliwa jest estymacja
dwustopniowa
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Definicja łańcucha Markowa

Wartósci zmiennych losowych Xn należą do skończonego zbioru
{s1, s2, . . . , sr}
Skończony łańcuch Markowa

Pr (Xn = j |X0 = i0,X1 = i1, . . . ,Xn−1 = in−1) = P (Xn = j |Xn−1 = i)

Proces ma więc krótką pamię́c: prawdopodobieństwo przej́scia do
innego stanu zależy jedynie od stanu w poprzednim okresie

Skończony jednorodny łańcuch Markowa jest to skończony łańcuch
Markowa o następującej własnósci:

P (Xn = j |Xn−1 = i) = P (Xn+s = j |Xn+s−1 = i) = pij

Dla jednorodnego łańcucha Markowa prawdopodobieństwa przej́scia
między stanami nie zmieniają się w czasie
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Macierz prawdopodobieństw przej́scia

Macierzą prawdopodobieństw ma następującą postác:

P =


p11 p12 · · · p1r
p21 p22 · · · p2r
...

...
...

pr1 pr2 · · · prr


pij muszą spełniác następujące warunki

r

∑
j=1
pij = 1

pij ≥ 0
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MSM - forma modelu

Równanie regresji

yt = xtβ1 + σ1εt dla st = 1 (Rezim 1)

yt = xtβ2 + σ2εt dla st = 0 (Rezim 2)

Równanie selekcji - łańcuch Markowa ze zmiennymi
prawdopodobieństwami przej́śc (niejednorodny)

P ( st = i | st−1 = j , zt ) = pij (zt )
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MSM - Przeł̨aczanie

Zakładamy, że

st = 1 dla ziγst−1 ≥ ut
st = 0 dla ziγst−1 < ut

a więc

p1st−1 (zt ) = 1−Φ
(
ziγst−1

)
p0st−1 (zt ) = Φ

(
ziγst−1

)
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MSM - przeł̨aczanie c.d.

Ponadto zakładamy, że rozkład bezwarunkowy łańcucha Markowa jest
stacjonarny:

P ( st = i | z) = P ( s = i | z) dla każdego t[
εt
ut

]
∼ N

(
0,
[
1 ρ
ρ 1

])
Zakłada się, że stan procesu i jest nieobserwowalny
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MSM - estymacja

Estymacji dokonujemy MNW

W ogólnym przypadku postác funkcji wiarygodnósci jest dosýc
skomplikowana

Szczegóne przypadki

przeł̨aczenia egzogeniczne: ρ = 0
czysty proces Markowa γ1 = γ2 = 0
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MSM - estymacja
Funkcja wiarygodnósci

Ł̨aczna funkcja gęstósci dla całej próby

L (θ) =
T

∏
t=1
f
(
yt |Ωt , ξt−1; θ

)
gdzie ξt = (yt , yt−1, . . . , y1) ,
Ωt = (xt , xt−1, . . . , x1, zt , zt−1, . . . , z1) , θ = (β1,σ1, β2,σ2).

Funkcja gęstósci dla pojedynczego zdarzenia

f
(
yt |Ωt , ξt−1; θ

)
= ∑

i
∑
j
f
(
yt | st = i , st−1 = j ,Ωt , ξt−1; θ

)
×

Pr
(
st = i , st−1 = j |Ωt , ξt−1; θ

)
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MSM - estymacja
Prawdopodbieństwa przej́śc

Prawdopodbieństwo przej́scia dla danej obserwacji liczymy
rekursywnie przy wykorzystaniu twierdzenia Bayesa oraz tego, że

P ( s0 = i | z) = P ( s = i | z)

Tak więc:

Pr
(
st = i , st−1 = j |Ωt , ξt−1; θ

)
= pij (zt )Pr

(
st−1 = j |Ωt , ξt−1; θ

)
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MSM - estymacja
Prawdopodbieństwa przej́śc c. d.

Bezwarunkowe prawdopodobieństwo przej́scia liczymy z twierdzenia
Bayesa:

Pr ( st = i |Ωt+1, ξt ; θ)

Pr ( st = i |Ωt , ξt ; θ)

=
f
(
yt | st = i ,Ωt , ξt−1; θ

)
f
(
yt |Ωt , ξt−1; θ

)
=

1
f
(
yt |Ωt , ξt−1; θ

) ×
∑
j
f
(
yt | st = i , st−1 = j ,Ωt , ξt−1; θ

)
×

Pr
(
st = i , st−1 = j |Ωt , ξt−1; θ

)
w przypadku, gdy ρ = 0

f
(
yt | st = i , st−1 = j ,Ωt , ξt−1; θ

)
=
1
σ i

φ

(
yt − xtβ

σ i

)
W ogólnym przypadku wzór jest bardziej skomplikowany
Jerzy Mycielski () Regresja przeł̨acznikowa Październik 2013 15 / 15
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