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Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci

Zaªo»enia

1 y i , x i zaobserwowane dla i = 1, . . . ,n

2 poszczególne obserwacje niezale»ne

3 obserwacje y i pochodz¡ z rozkªadu warunkowego fθ (y i |x i )
4 θ prawdziwa warto±¢ szacowanego wektora parametrów

5 posta¢ funkcji fθ (·) nie zale»y od n a jedynie od θ ∈Θ⊂ Rk
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Funkcja wiarogodno±ci

�¡czna funkcj¦ g¦sto±ci wektora y = [y1, . . . ,yn]
′

fθ (y |X ) = fθ (y1, . . . ,yn|x1, . . . ,xn)

nazywamy funkcj¡ wiarogodno±ci i oznaczamy L(y |X ,θ)

Z niezale»no±ci wynika, »e funkcja wiarogodno±ci jest równa:

L(y |X ,θ) = fθ (y |X ) =
n

∏
i=1

fθ (y i |x i ) ,

gdzie y = [y1, . . .yn]
′ , X = [x ′

1
, . . . ,x ′n]

′ i y ∈ Y
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Logarytm funkcji wiarogodno±ci

Logarytm funkcji wiarogodno±ci ma posta¢

ℓ(y |X ,θ) = lnL(y |X ,θ) =
n

∑
i=1

lnfθ (y i |x i )

=
n

∑
i=1

ℓi (y i |x i ,θ)

B¦dziemy pomija¢ y i X oraz yi i x i i pisa¢ ℓ(θ) , L(θ) i ℓi (θ)

De�nicja

Estymatorem MNW jest takie θ dla której funkcja wiarogodno±ci

ma najwi¦ksz¡ warto±¢:

θ̃ = argmaxL(θ) = argmaxℓ(θ)
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KNMRL, estymator MNW

Zaªo»enia

yi = x i β+ εi

εi ∼ N
(
0,σ2

)
i εi niezale»ne, w rezultacie

yi ∼ N
(
x iβ ,σ

2
)

warunkowa funkcja g¦sto±ci

fβ ,σ2 (yi |x i ) =
(
2πσ

2
)− 1

2 exp

(
−(yi −x iβ )

2

2σ2

)
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KNMRL c.d.

Funkcja wiarogodno±ci

L
(
β ,σ2

)
=

n

∏
i=1

(
2πσ

2
)− 1

2 exp

(
−(yi −x iβ )

2

2σ2

)

=
(
2πσ

2
)− n

2 exp

(
−

n

∑
i=1

(yi −x iβ )
2

2σ2

)

=
(
2πσ

2
)− n

2 exp

(
− 1

2σ2
(y −Xβ )′ (y −Xβ )

)
logarytm funkcji wiarogodno±ci

ℓ
(
β ,σ2

)
= −n

2
ln(2π)− n

2
ln
(
σ
2
)

− 1

2σ2
(y −Xβ )′ (y −Xβ )
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Warunki pierwszego rz¦du

warunki pierwszego rz¦du

∂ℓ
(
β ,σ2

)
∂β

=− 1

2σ2

(
2X ′Xβ −2X ′y

)
= 0

∂ℓ
(
β ,σ2

)
∂σ2

=−n

2

1

σ2
+

1

2σ4
(y −Xβ )′ (y −Xβ ) = 0

rozwi¡zanie

β̃ =
(
X ′X

)−1
X ′y

σ̃
2 =

(
y −X β̃

)′(
y −X β̃

)
n

=
e ′e

n

Jako estymator β̃ uzyskali±my dokªadnie estymator MNK !

Estymator σ̃2 ró»ni si¦ od estymatora MNK (s2 = e
′
e

n−k ), wi¦c

jest obci¡»ony ale ró»nica mi¦dzy σ̃2 i s2 d¡»y do zera.
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Wªasno±ci estymatorów MNW (zgodno±¢, normalno±¢)

Zgodno±¢

θ̃
p−→ θ

Macierz informacyjna Fishera

I (θ)= Var

(
∂ℓ(θ)

∂θ

)
=−E

(
∂ 2ℓ(θ)

∂θ∂θ
′

)
Zgodnie z de�nicj¡ macierz informacyjna równa jest wariancji

gradientu - Var
(

∂ℓ(θ)
∂θ

)
, lub minus warto±¢ oczekiwanej

Hessianu logarytmu funkcji wiarygodno±ci.

Rozkªad asymptotyczny estymator MNW mo»na przybli»y¢ za

pomoc¡ rozkªadu normalnego:

θ̃ −θ
a∼ N

(
0, I−1 (θ)

)
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Wªasno±ci estymatorów MNW (efektywno±¢)

Je±li estymator θ̂ jest zgodny, to asymptotycznie

Var
(√

n
(

θ̂ −θ

))
≥ nI−1 (θ)

I−1 (θ) równa najmniejszej mo»liwej macierzy wariancji

estymatora asymptotycznie nieobci¡»onego

Twierdzenie nazywane jest niekiedy twierdzeniem o dolnym

ograniczeniu Cramera-Rao

�atwo si¦ przekona¢, »e dla estymatorów nieobci¡»onych

obowi¡zuje ono tak»e w maªych próbach (dolnym

ograniczeniem jest wtedy macierz I−1 (θ))

Estymator MNW s¡ asymptotycznie efektywne, poniewa» ich

wariancja zbiega do dolnego ograniczenia Cramera-Rao

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci



Estymator funkcji parametrów

Niezmienniczo±¢: Estymator MNW dla ω = g (θ), jest dany

wzorem ω̃ = g
(

θ̃

)
. Je±li θ̃ jest zgodne, to ω̃ jest te» zgodne

θ̃
p−→ θ =⇒ ω̃

p−→ ω

Rozkªad ω̃ mo»na przybli»y¢ w nast¦puj¡cy sposób (metoda

delta)

ω̃ −ω
a∼ N

0,
∂g
(

θ̃

)
∂θ

′ I−1
(

θ̃

) ∂g
(

θ̃

)
∂θ
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Estymator macierzy wariancji w MNW

Z asymptotycznych wªasno±ci estymatora MNW wynika, »e

estymatorem wariancji θ̃ jest odwrotno±¢ macierzy

informacyjnej I−1 (θ). Z kolei macierz informacyjn¡ I (θ)

mo»na oszacowa¢ za pomoc¡ macierzy I
(

θ̃

)
.
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KNMNRL c.d.

gradient

∂ℓ
(
β ,σ2

)
∂β

=− 1

2σ2

(
2X ′Xβ −2X ′y

)
=

1

σ2
X ′

ε

∂ℓ
(
β ,σ2

)
∂σ2

=−n

2

1

σ2
+

1

2σ4
(y −Xβ )′ (y −Xβ )

=−n

2

1

σ2
+

1

2σ4
ε
′
ε
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KNMRL c.d.

Wariancja pochodnej wzgl¦dem β

Var

(
∂ℓ
(
β ,σ2

)
∂β

)
=

1

σ4
X ′Var (ε) X =

1

σ2

(
X ′X

)
pochodnej wzgl¦dem σ2

Var

(
−n

2

1

σ2
+

1

2σ4
ε
′
ε

)
=

1

4σ8

(
n2σ

4
)
=

n

2σ4

bo Var
(
ε2i

)
= 2σ4.
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KNMRL c.d.

kowariancja mi¦dzy pochodnymi

E

[
1

σ2
X ′

ε

(
−n

2

1

σ2
+

1

2σ4
ε
′
ε

)]
= 0

bo E
(

ε3j

)
= 0, E

(
εiε

2

j

)
= E (εi )E

(
ε2j

)
= 0

Elementy Hessianu

∂ 2ℓ
(
β ,σ2

)
∂β∂β

′ =− 1

σ2
X ′X

∂ 2ℓ
(
β ,σ2

)
∂σ2∂σ2

=
n

2

1

σ4
− 1

σ6
ε
′
ε

∂ 2ℓ
(
β ,σ2

)
∂β∂σ2

=− 1

σ4
X ′

ε
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KNMRL c.d.

Macierz informacyjna Fishera

I
(
β ,σ2

)
=−E

[
− 1

σ2X
′X − 1

σ4X
′
ε

− 1

σ4X
′
ε

n
2

1

σ4 − 1

σ6 ε ′ε

]
=

[
1

σ2X
′X 0

0 n
2σ4

]

Wariancja θ̃ =
[
β̃
′
,σ̃2

]′
I−1
(
β ,σ2

)
=

[
σ2
(
X ′X

)−1
0

0 2σ4

n

]

Estymator wariancji

I−1
(

β̃ ,σ̃2

)
=

[
σ̃2
(
X ′X

)−1
0

0 2σ̃4

n

]
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Estymator wariancji w MNW

Analityczne policzenie wariancji gradientu Var
(

∂ℓ(θ)
∂θ

)
b¡d¹

minus warto±¢ oczekiwanej Hessianu −E
(

∂2ℓ(θ)
∂θ∂θ

′

)
jest w

wi¦kszo±ci przypadków bardzo skomplikowane b¡d¹ wr¦cz

niemo»liwe.

Je±li jednak speªniony jest warunek niezale»no±ci i tych samych

rozkªadów poszczególnych elementów próby, to jak wcze±niej

wspomniano:

ℓ(θ) =
n

∑
i=1

ℓi (y i |x i ,θ)
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Estymator wariancji w MNW c.d.

Mo»na pokaza¢, »e

E

(
∂ℓi (θ)

∂θ

)
= 0 dla ka»dego i

a wi¦c w zwi¡zku z równo±ci¡ rozkªadów

Var

(
∂ℓi (θ)

∂θ

)
=−E

(
∂ℓi (θ)

∂θ

∂ℓi (θ)

∂θ
′

)
dla ka»dego i

Z prawa wielkich liczb

1

n

n

∑
i=1

∂ℓi (θ)

∂θ

∂ℓi (θ)

∂θ
′

p−→ E

(
∂ℓi (θ)

∂θ

∂ℓi (θ)

∂θ
′

)

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci



Estymator wariancji w MNW c.d.

Z niezale»no±ci

I
(
β ,σ2

)
= Var

(
∂ℓ(θ)

∂θ

)
= Var

(
n

∑
i=1

∂ℓi (θ)

∂θ

)

=
n

∑
i=1

Var

(
∂ℓi (y i |x i ,θ)

∂θ

)
= nE

(
∂ℓi (θ)

∂θ

∂ℓi (θ)

∂θ
′

)
a
≈

n

∑
i=1

∂ℓi (θ)

∂θ

∂ℓi (θ)

∂θ
′

Estymator macierzy wariancji mo»na wi¦c wyznaczy¢ jako

odwrotno±¢ sumy iloczynów gradientów logarytmów funkcji

g¦sto±ci dla poszczególnych zdarze«: ten estymator okre±lany

jest niekiedy mianem OPG (Outer Product of Gradients)
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Estymator wariancji w MNW c.d.

Podobnie pokazujemy, »e

I
(
β ,σ2

)
=−E

(
∂ 2ℓ(θ)

∂θ∂θ
′

)
a
≈−

n

∑
i=1

∂ 2ℓi

(
θ̃

)
∂θ∂θ

′

Estymator macierzy wariancji mo»emy wi¦c te» uzyska¢ jako

odwrotno±¢ minusa sumy Hessianów logarytmów funkcji

wiarygodno±ci dla poszczególnych zdarze«. Czasami estymator

ten jest nazywany estymatorem empirycznego Hessianu.
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Estymator wariancji w MNW c.d.

Wady i zalety poszczególnych estymatorów:

Dla estymatorów opartych na wzorach analitycznych

Var
(

∂ℓ(θ)
∂θ

)
=−E

(
∂2ℓ(θ)
∂θ∂θ

′

)
. Wybieramy wersj¦, któr¡ ªatwiej

wyprowadzi¢. Uzyskany estymator jest zawsze nieujemnie
okre±lony i dawaje najlepsze oszacowanie wariancji.
Wyprowadzenie postaci tych estymatorów w przypadku funkcji
nieliniowych jest jednak zazwyczaj niemo»liwe.
OPG - wyprowadzenie tego estymatora jest wzgl¦dnie ªatwa,
wymaga on policzenia jedynie wektora pierwszych pochodnych,
uzyskana macierz jako suma macierzy nieujemnie okre±lonych
jest zawsze nieujemnie okre±lona.
Empiryczny Hessian - wyprowadzenie go mo»e by¢ nieco
trudniejsze ze wzgl¦du na konieczno±¢ policzenia macierzy
drugich pochodnych. Estymator ten jest nieujmnie okre±lony
je±li udaªo nam si¦ znale¹¢ minimum funkcji wiarygodno±ci.

Uwaga: niektóre wspóªczesne programy ekonometryczne s¡ w

stanie policzy¢ numerycznie pochodne ∂ℓ(θ)
∂θ

i ∂2ℓ(θ)
∂θ∂θ

′ .
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KNMRL c.d.

Logarytm funkcji g¦sto±ci dla poszczególnego zdarzenia

ℓi
(
β ,σ2

)
= −1

2
ln(2π)− 1

2
ln
(
σ
2
)

− 1

2σ2
(yi −x iβ )

′ (yi −x iβ )

Pierwsza pochodna

∂ℓi
(
β ,σ2

)
∂θ

=
1

σ2

(
x ′iyi −x ′ix iβ

)
= x ′i (yi −x iβ )

∂ℓi
(
β ,σ2

)
∂σ2

=−1

2

1

σ2
+

1

2σ4
(yi −x iβ )

2
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KNMRL c.d.

Z powy»szych wzorów wynika, »e pierwsza pochodna policzona

dla wcze±niej uzyskanych oszacowa« β̃ , σ̂2 ma posta¢:

∂ℓi

(
β̃ , σ̃2

)
∂β

=
1

σ̃2
x iei

∂ℓi

(
β̃ , σ̃2

)
∂σ2

=
1

2σ̃2

(
e2i
σ̃2

−1

)
gdzie reszta ei = yi −x i β̃
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KNMRL c.d.

Estymator OPG macierzy informacyjnej

n

∑
i=1

∂ℓi

(
θ̃

)
∂θ

∂ℓi

(
θ̃

)
∂θ

′

=
1

σ̃4

 ∑
n
i=1

x ′ix ie
2

i
1

2
∑
n
i=1

x iei

(
e2i
σ̃2 −1

)
1

2
∑
n
i=1

x iei

(
e2i
σ̃2 −1

)
1

4
∑
n
i=1

(
1

σ̃2 e
2

i −1
)2


=

1

σ̃4

[
∑
n
i=1

x ′ix ie
2

i
1

2
∑
n
i=1

x ie
3

i
1

2
∑
n
i=1

x ie
3

i
1

4

(
∑
n
i=1

e4i
σ̃4 −n

) ]

przy czym skorzystali±my z tego, »e ∑
n
i=1

x iei = 0 (z wªasno±ci

hiperpªaszczyzny regresji) a nσ̃2 = ∑
n
i=1

e2i . Estymator ten ma

wyra¹nie ró»n¡ posta¢ od estymatora macierzy I
(

θ̃

)
, który

policzyli±my wcze±niej licz¡c analitycznie wariancj¦ gradientu.

Odwrotno±¢ tej macierzy da nam estymator OPG wariancji.
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KNMRL c.d.

Estymator empirycznego Hessianu

∂ 2ℓi
(
β ,σ2

)
∂β∂β

′ =− 1

σ̂2
x ′ix i

∂ 2ℓi
(
β ,σ2

)
∂σ2∂σ2

=
1

σ̂4

(
1

2
−

e2i
σ̃2

)
∂ 2ℓi

(
β ,σ2

)
∂β∂σ2

=− 1

σ4
x ′iei

n

∑
i=1

∂ 2ℓi

(
θ̃

)
∂θ∂θ

′ =
1

σ̃2

[
∑
n
i=1

x ′ix i 0

0 n
2σ̃2

]
a wi¦c estymator wariancji ma posta¢[

σ̃2
(
X ′X

)−1
0

0 n
2

σ̃4

]
równ¡ wcze±niej policzonej jako wariancja gradientu i warto±¢

oczekiwana minus Hesianu. Jest to jednak wyj¡tkowy wynik.
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Testowanie hipotez w MNW

Testowana ogólna hipoteza nieliniowa: H0:h (θ) = 0, gdzie

h (θ) jest funkcj¡ wektorow¡ h (θ) =


h1 (θ)

...

hg (θ)

.

Oznaczmy przez H (θ) macierz pochodnych wektora h (θ)
wzgl¦dem θ (Jakobian)

Do wery�kacji tak sformuªowanej hipotezy najcz¦±ciej u»ywa

si¦ jednego z trzech testów.
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Test ilorazu wiarogodno±ci

Test ilorazu wiarogodno±ci (Likelihood Ratio) (LR),

LR = 2
(
ℓ
(

θ̃

)
− ℓ
(

θ̃R

))
D−→ χ

2

g

gdzie g jest liczb¡ naªo»onych ogranicze«

wymaga policzenia θ̃ i θ̃R

wymaga policzenia ró»nicy funkcji wiarogodno±ci (naogóª

ªatwe)
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Test Walda

Test Walda (W )

W = h
(

θ̃

)′ [
H
(

θ̃

)
I−1
(

θ̃

)
H ′
(

θ̃

)]−1
h
(

θ̃

)
D−→ χ

2

g

gdzie g jest liczb¡ naªo»onych ogranicze«

wymaga policzenia jedynie θ̃

wymaga policzenia odpowiedniej formy kwadratowej

nie jest niezmiennicza ze wzgl¦du na sposób zde�niwania h (θ)
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Test mno»ników Lagrange'a

mno»ników Lagrange'a (Lagrange Multipliers) (LM).

LM =
∂ℓ(θ)

∂θ
′

∣∣∣∣
θ=θ̃R

I−1
(

θ̃R

)
∂ℓ(θ)

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ̃R

D−→ χ
2

g

gdzie g jest liczb¡ naªo»onych ogranicze«

wymaga policzenia jedynie θ̃R

wymaga policzenia gradientu lub λ̃ i odpowiedniej formy

kwadratowej

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci



Testowanie hipotez w MNW

Intuicja: je±li warunki poboczne s¡ prawdziwe, to

LR warto±¢ ℓ(θ̃) nie powinna istotnie ró»ni¢ si¦ od ℓ(θ̃R)

W warto±¢ θ̃ powinna by¢ zbli»ona do θ̃R

LM warto±¢
∂ℓi(θ̃R)

∂θ
powinna by¢ bliska 0 (warto±¢ gradientu

powinna by¢ bliska zeru)

Dla modeli liniowych

LM ⩽ LR ⩽W

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci



Testowanie hipotez w MNW

`  (  )µ

h(  )µ

0

LRW

LM

@`  (  )µ

@µ

µ
^

R
µ
^

`  (  )µ
^

R
µ
^

`  (    )

Rysunek: Testy LM, W i LR
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Modele nieliniowe - interpretacja wspóªczynników

Efekty cz¡stkowe (partial e�ects) dla zmiennej ci¡gªej:

∆E (y |x)
∆xk

=
∂E (y |x)

∂xk

Wielko±¢ efektu cz¡stkowego zale»y od wielko±ci x

Zazwyczaj liczymy go dla ±rednich warto±ci zmiennych

egzogenicznych albo jako ±redni¡ wyliczon¡ dla obserwacji w

próbie (APE - Average Partial E�ect)

APE =
1

n

n

∑
i=1

∂E (yi |x i )
∂xk
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Efekty cz¡stkowe dla zmiennych zerojedynkowych

Dla zero-jedynkowej zmiennej obja±niaj¡cej xk efekt kra«cowy

de�niuje si¦ jako:

∆E (y |x) = E (y |xk1)−E (y |xk0) ,

gdzie xk1 = [x1, . . . ,xk−1,1,xk+1, . . . ,xK ],
xk0 = [x1, . . . ,xk−1,0,xk+1, . . . ,xK ] lub jako ±redni efekt

cz¡stkowy:

APE =
1

n

n

∑
i=1

[E (yi |x i ,k1)−E (yi |x i ,k0)]

a wi¦c jako ró»nice mi¦dzy warto±ciami oczekiwanymi yi dla
danej zerojedynkowej zmiennej obja±niaj¡cej równej zeru i

równej 1.
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Efekty cz¡stkowe cd.

W modelach nieliniowych dobrze interpretowalne s¡ zazwyczaj

jedynie wielko±ci efektów cz¡stkowych

Oszacowanych wspóªczynników w ró»nych modelach

nieliniowych o tej samej zmiennej zale»nej i zmiennych

niezale»nych nie mo»na zazwyczaj porównywa¢.

Porównywa¢ mo»na efekty cz¡stkowe.
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Nieliniowa Metoda Najmniejszych Kwadratów

W wielu zastosowaniach ekonomicznych forma liniowa modelu

nie jest zadowalaj¡ca.

W tych przypadkach mo»emy posªu»y¢ si¦ NMNK .

Zale»no±¢ yi od x i w NMNK dana jest równaniem:

yi = f (x i ,θ)+ εi

gdzie

ε ∼ N
(
0,σ2I

)
a funkcja f (x i ,θ) jest nieliniowa wzgl¦dem wektora

parametrów θ .

Zauwa»my, »e bª¡d losowy jest addytywny.

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci



Nieliniowa Metoda Najmniejszych Kwadratów c.d.

Zlogarytmowana funkcja wiarygodno±ci dla tego modelu ma

posta¢

ℓ
(
y |X ,θ ,σ2

)
= −

(n
2

)
ln(2π)−

(n
2

)
ln
(
σ
2
)

− 1

2σ2

n

∑
i=1

(yi − f (x i ,θ))
2

Parametr θ̃ , maksymalizuj¡cy funkcj¦ wiarygodno±ci powinien

minimalizowa¢ sum¦ kwadratów reszt

min
θ̃

n

∑
i=1

(
yi − f

(
x i , θ̃

))2
=min

θ̃

n

∑
i=1

e2i

(
θ̃

)
gdzie e2i

(
θ̃

)
= yi − f

(
x i , θ̃

)
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Przykªad: Model CES

Przykªad: Model CES

Uogólnieniem modelu Cobba-Douglasa jest model CES
(Constant Elasticity of Substitution)

y =
[
a1x

ρ

1
+a2x

ρ

2

] 1
ρ

Funkcja ta sprowadza si¦ do funkcji Cobba-Douglasa dla

ρ −→ 0 (ale jej szczególnymi przypadkami s¡ tak»e liniowa

funkcja produkcji (ρ = 1) i Leontiefa(ρ −→−∞)).
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Przykªad: Model CES c.d.

Je±li zaªo»ymy, »e funkcja produkcji ma posta¢ funkcji CES to

mamy otrzymamy model:

yt =
[
a1x

ρ

1t +a2x
ρ

2t

] 1
ρ ηt

po zlogarytmowaniu stronami mamy

lnyt =
1

ρ
ln
[
a1x

ρ

1t +a2x
ρ

2t

]
+ εt

i je±li ηt miaªo rozkªad lognormalny to εt = ln(ηt) ma rozkªad

normalny, to do estymacji tego modelu mo»na u»y¢ nieliniowej

metody najmniejszych kwadratów.

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci



Wªasno±ci gradientu i Hessianu ℓ()

Z ogólnych wªasno±ci prawdopodobie«stwa∫
Y

L(θ)dy = 1

gdzie Y zbiórem mo»liwych warto±ci y

Zauwa»my, »e
∂ℓ(θ)

∂θ
=

1

L(θ)

∂L(θ)

∂θ
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Wªasno±ci gradientu i Hessianu ℓ() c.d.

Je±li speªnione s¡ warunki regularno±ci

∂

∂θ

∫
Y

L(θ)dy =
∫
Y

∂L(θ)

∂θ
dy

=
∫
Y

∂ℓ(θ)

∂θ
L(θ)dy

= E

(
∂ℓ(θ)

∂θ

)
= 0

poniewa»
∂

∂θ

∫
Y

L(θ)d y =
∂1

∂θ
= 0
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Wªasno±ci gradientu i Hessianu ℓ() c.d.

Wariancja pochodnej ℓ(θ) jest równa warto±ci oczekiwanej

Hessianowi −ℓ(θ):

∂ 2

∂θ∂θ
′

∫
Y

L(θ)dy =
∫
Y

∂

∂θ

(
∂ℓ(θ)

∂θ
L(θ)

)
dy

=
∫
Y

∂ 2ℓ(θ)

∂θ∂θ
′ L(θ)dy +

∫
Y

∂ℓ(θ)

∂θ

∂L(θ)

∂θ
′ dy = 0
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Wªasno±ci gradientu i Hessianu ℓ() c.d.

Wynika z tego, »e:∫
Y

∂ℓ(θ)

∂θ

∂L(θ)

∂θ
′ dy =

∫
Y

∂ℓ(θ)

∂θ

∂ℓ(θ)

∂θ
′ L(θ)dy

= Var

(
∂ℓ(θ)

∂θ

)
=−

∫
Y

∂ 2ℓ(θ)

∂θ∂θ
′ L(θ)dy

=−E

(
∂ 2ℓ(θ)

∂θ∂θ
′

)
= I (θ)
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Optymalizacja numeryczna (metoda Newtona-Raphsona)

Rozwini¦cie warunków pierwszego rz¦du dla θ t+1 wokóª θ t ma

posta¢
∂F (θ t+1)

∂θ t+1

≈ g t +H t (θ t+1−θ t) = 0

gdzie H t macierz drugich pochodnych F (θ) policzona dla θ t

Rozwi¡zuj¡c dla θ t+1

θ t+1 ≈ θ t −H−1
t g t
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Metoda Newtona-Raphsona c.d.

Niech ∆t = θ t+1−θ t =−H−1
t g t

Z rozwini¦cia Taylora:

F (θ t+1) = F (θ t +∆t)≈ F (θ t)+∆′
tg t

= F (θ t)−g ′
tH

−1
t g t

Dla ujemnie okre±lonego H t (a taki powinien by¢ w otoczeniu

maksimum) funkcja celu powinna rosn¡¢ w ka»dym kroku!
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Metoda Newtona-Raphsona c.d.

5 4 3 2 1

θt+∆t

θt+1

θt

θt+2

θt+3

Rysunek: Kolejne kroki optymalizacji

Jerzy Mycielski Metoda Najwi¦kszej Wiarogodno±ci


	Metoda Największej Wiarogodności
	Własności estymatorów MNW
	Estymator macierzy wariancji w MNW
	Testowanie hipotez w MNW
	Własności gradientu i Hessianu ()

