Uogodlniona Metoda Momentow

e Momenty z proby dgzg do momentow teoretycznych (Prawo Wielkich
Liczb)

1
plim = y; =F (y)
1=1

e Klasyczna Metoda Momentow (M M) polega na szacowaniu momentow
teoretycznych E (y), za pomocg momentow z proby.

Przyktad Zat6zmy, ze préba pochodzi z rozktadu normalnego N (0, o?).
Jesli spetnione sg zatozenia prawa wielkich liczb, to

1< L
plim =3y = plimy = B (y) = p
=1
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3 = plim — Z E[y* —E(y)] = Var (y) = o”

Za estymatory metody momentéw p mozna wiec przyja¢ ¥ a o? mozna
oszacowac za pomocy s.,.

e Uogolniona Metoda Momentow (GMM - Generalised Method of
Moments) rozszerza tg metode o dwa elementy.

e Wektor momentow teoretycznych jest funkcjg nieznanych wektora
parametrow 6 taka, ze

E[m (v, x;,0)] =0

e m (y;, x;, 0) bedziemy oznaczac jako m; (0).
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e Jesli spetnione sg zatozenia prawa wielkich liczb, to
lim ~ zn: (0) =0
1m — m; =
v n 1=1

e Estymator GM M rozwigzujgc nastepujacy uktad rownan:
1 < 5

e Bardzo czesto warunki wynikajgce z teorii majg postaC mometow

warunkowych:
E[fi(0)]zi]=0

gdzie z; moze czesciowo sktadac sie z elementdw wektora zmiennych
objasdniajgcych x;
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e Liczenie empirycznych momentow warunkowych w przypadku, kiedy z;
jest ciggte jest sprawg beznadziejng.

e W zwigzku z tym staramy sie zastgpi¢c momenty warunkowe momentami
bezwarunkowymi.

e Z prawa iterowanych wartosci oczekiwanych dla m; (0) = w.f. (0) i w; =
w (z;) wynika, ze

E[m;(0)] =E[w;f;(0)] =E., [w;E(f;(0)] z:)] =0

e | ograniczenia narzucone na warunkowe wartosci oczekiwane mozemy
zastgpi€ ograniczeniami narzuconymi na bezwarunkowe wartosci oczekiwane

E[w;f;(8)] = 0.
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e Elementy wektora w; nazywamy instrumentami

Przyktad Wyprowadzenie estymatora MNK w Uogoélnionej Metodzie
Momentow

Zatozenia K M RL mozna modyfikowa¢ w sposdb nastepujacy:
1.y =x;08 + ¢
2. E(&ilz;)) =0
3. Var (e) = oI

Zauwazmy, ze zatozenia o tym, ze x; jest deterministyczne i E (e;) =
0 zastgpito zatozenie, ze E (g;|x;) = 0. Przyjmijmy za instrumenty w
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tym modelu elementy x;. Otrzymujemy nastepujacy warunek natozony na
bezwarunkowg wartos¢ oczekiwana:

E (xie;) = E [z} (i — x:8)] = 0

Odpowiadajgcy temu warunkowi warunek narzucony na momenty empiryczne
bedzie miat postaé

AN

1 ~ 1
=Y @l (v —2:B8) == (X'y — X'XB) =0
T

Co daje nam znany wzér 3 = (X’X)_1 X'

e Ogromng zaletg Uogolnionej Metody Momentow jest to, ze niekiedy
mozliwe jest wyprowadzenie postaci warunkéw narzuconych na momenty
bezposrednio z teorii.
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Przyktad Hansen1982. Maksymalizacja uzytecznosci z konsumpcji w
trakcie zycia:

max F,

> B'U(Cy)

gdzie C; jest konsumpcja w czasie ¢, 3 € (0,1) jest czynnikiem
dyskontujgcym i U (C}) jest funkcjg uzytecznosci i w zwigzku z tym jest
wypukta. Zatézmy, ze konsument moze inwestowaC¢ w N rodzajow akciji.
Niech @;; oznacza liczbe akcji ;7 w czasie t, P;, jest ceng akcji w czasie ¢,
D, jest dywidenda z akcji j zaptacone w czasie t, a W; dochodem z pracy
w czasie t. Mozliwe do zrealizowania plany konsumpcyjne powinny spetniac¢
serie warunkow:
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Maksumalizacja oczekiwanej uzytecznosci przy takiej sekwencji ograniczen
budzetowych daje nastepujace rowanie Eulera:

P U (Cy) = BE:[(Pjt+1 + Djry1) U (Ciy1))]

Poniewaz P;; i C; sg znane w czasie ¢ wigc mozna to rownanie zapisac takze
jako

U' (Ci11)
"l Uy

E Tj+1— 1| =0

, Py 14D,
, _ Pjp1+Dji4a

Zatbzmy teraz, ze funkcja uzytecznosci ma nastepujaca postac U (Cy) =

1+ . . P
%, a < 1. Momenty narzucone na momenty przyjma w rezultacie postac

E: (By 1241 — 1) =0

gdzie y;11 = Cgf jest rowne wzrostowi realnej konsumpcji.
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W ten sposdéb uzyskaliSmy tylko jedne ograniczenie narzucone na
momenty przy dwoch parametrach do oszacowania o,3. Jesli jednak
oczekiwania konsumentow sg racjonalne to jedyng informacja, ktéra wptywa
na ich realng konsumpcje jest informacja z obecnego okresu. W rezultacie:

Et (BYeiTje1 — 1‘ Yt, Tjt, Yi—1, Tji—1, - - -) = B¢ (BYS 12041 — 1) =0

co implikuje, ze mozemy uzyC jako instrumentdw vy, x;;, Yi—1,Tji—1,---
dodatkowe warunki momentowe

E+ =(ﬁy?+1l’jt+1 — 1Dy =

E¢ =(ﬂyf‘+1:€jt+1 — 1) legt] = 0

Bt =(5y?+1513jt+1 — 1) Yt— 1} = 0
E+ _(5y?+1$jt+1 — 1) Ljt— 1} =

W swoim artykule Hansen wyestymowat swdj model dla 2 miar konsumpciji:
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wydatkOw na dobra nietrwatego uzytku i ustugi oraz wydatkdbw na same
wydatki nietrwatego uzytku. Badat takze 3 alternatywne miary przychodow
z akcji. Ogoblnie rzecz biorgc uzyskane oszacowania o i 3 sg sensowne a
test na przeidentyfikujgce ograniczenia nie jest odrzucany.
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Identyfikacja i asymptotyczne wlasnosci estymatorow
GMM

e Zatbzmy, ze
m (8) = plimm,, () = ' (8):
gdzie m,, (0) = 15" m, (9) M = (mq,...,m,) al jest wektorem
jedynek.

e Mozliwe jest jednoznaczne znalezienie 0 jesli prawdziwe jest zatozenie, ze
m(H) =0dlad =6

m(é)#@dlaé;éﬁ

Wyktad z Ekonometrii, Il rok, WNE UW 11



e Jesli m (0) nie spetnia tych warunkdéw, to nie mozna jednoznacznie
wyznaczyC estymatora parametru 6. W takim przypadku moéwimy, ze
parametr 6 jest nieidentyfikowalny.

e Jesli wektor 0 zawiera k parametrow, to ilos¢ réwnan w musi by¢
conajmniej rowna k, by 6 byto identyfikowalne

e Czesta jest sytuacja, kiedy ilos¢ robwnan w przekracza k. Parametr 6
przeidentyfikowany.

e Mozemy wyznaczyC 6 na postawie jakichkolwiek k réwnan

e Asymptotycznie réwnania te sg niesprzeczne w matych prébach moga by¢
sprzeczne
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e Jesli spetnione sg zatozenia Centralnego Twierdzenia Granicznego, to

1

ndm,, () — N (0,V (6))

gdzie
V (0) = plim %M’ (0) M (0) = plim V', (0)

Przyktad Dla rozktadu Poissona dla naturalnych v;:

6—)\)\%

P(y;) = i

W rozktadzie Poissona E (y;) = Var (y;) = A. Zatézmy, ze
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oraz, ze z; jest nielosowe a 7, =2 sg zgodne. Wynika z tego, ze

E (yi| ;) = o+ x;3
Var (y;| z;) = o + x;3
E (ziyi| z;) = z; (a + x;8)

ale
Var (y;) = E [Var (y;| z;)] + Var [E (vi| z;)]

Momenty bezwarunkowe

E(y;)) = a+E(z;)0
Var (y;) = a-+E(z;)8+ Var(z;) 8°
E(zy;) = E(z)a+E(z7)8
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Warunki narzucone na momenty implikujg, ze

y=a+718
s2=a+1T8+ 520
UT = aT + =23

Z tego uktadu réwnan otrzymujemy dwa rozwigzania

Q)
|
<
|
&l
@
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Optymalna macierz wag

e Szukamy takiej Sredniej wazonej estymatoréw dla przeidentyfikowanego 6
by wariancja byta najmniejsza

e Problem szukania interesujgcego nas estymatora mozna sprowadzi¢ do
szukania minimum wzgledem 6 formy kwadratowej:

Q(0) =m, (0) A,m, (6)

n

gdzie A,, jest pewng dodatnio okreslong macierzg, ktéra spetnia

plim A,, = A.
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o Estymatorem 6 jest teraz takie 6, ktére minimalizuje funkcje Q (0):

(= arg minm,, (5) A, m, (5)
0

e Estymator ten bedzie estymatorem zgodnym poniewaz spetnione sg
zatozenia konieczne dla zgodnosci estymatora M

/

e Rzeczywiscie dla dodatnio okre$lonej A,,, ¢ (0) = m/ (0) A, m,, (0) daje
najmniejszg wartos¢ (rowng 0) dla 8 = 6,.

e Mozna pokazac, ze estymator GM M bedzie miat najnizszg wariancje jesli
A=V"1

e Za A, przyjmujemy wiec zwykle A,, =V, (0)
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e Poniewaz w momencie wyliczania estymatora nie znamy 8 wiec zazwyczaj
estymacja nastepuje w dwoch krkocach

1. najpierw znajdujemy 0 z uzyciem jakiejkolwiek A, (zwykle A, = I),
zanjdujemy oszacowanie V,, (5)

2. znajdujemy 0 za pomocy efektywnego GM M uzywajac A, =V, (5)

e Przy tak dobranej macierz A,, asymptotyczna rozktad estymatora GM M
bedzie dany wzorem

nt (5—9) D, N(0,%)

: _ ~1, —
gdzie X = (D'V~'D) i D, (0) = 29
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Wybor instrumentow

e Generalnie im wiecej instrumentow tym lepigj

e Trzeba jednak uwazac, by nie uzywaé intrumentdéw stabo skorelowanych
ze zmiennymi objasniajgcymi

— przyjecie takich intrumentow moze doprowdzi¢ do tego, ze nawet
niewielka korelacja intrumentu z zaburzeniem losowym doprowadzi do
duzego obcigzenia.

e Przy warunku
E[fi(8)z]=0

e Kazda funkcja z; jest nieskorelowana z f, (6) - potencjalnie nieskonczenie
wiele instrumentow
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e Mozna pokazacC, ze wariancja bedzie najnizsza dla instrumentéw danych

wzorem.:
of, (6)
o0’

J,=E

e Intrumenty takie nazywamy optymalnymi intrumentami
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Testowanie hipotez w GM M

e Testowanie w GM M daje proste wzory dla przypadku, kiedy macierz
wag jest optymalna A,, = V. (0) Najwazniejszym testem jest test na
przeidentyfikowujgce ograniczenia

gdzie ¢ jest iloScig przeidentyfikowujgcych ograniczen.  Testuje on
ograniczenia ponad te konieczne do identyfikaciji.

e Dla hipotezy h(0) = 0i H (0) = ag—é?) mamy odpowiednik GM M testu
Walda:

|~ /A~ ~—1 ~ -1 _—, _1/\ D 9
W=nh |H(DV D) H| h-x2
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gdzie H, D, h, V sa odpowiednimi macierzami policzonymi dla :
estymatora GM M w modelu bez ograniczen.

e Odpowiednik testu LM ma postac

AN —

- 1~ ~t o ~—1~ N~ 1
LM = 0tV 5, Dr (D’RvR DR) DLV, mr -2

gdzie mp, Dy, Vi sa odpowiednimi macierzami policzonymi dla 6 z:
estymatora GM M w modelu z ograniczeniami.

e Odpowiednikiem testu LR jest Quasi LR

/\_1/\

QLR =n (ffﬁf/_lm — RV i)
o(2(d) -0 (89) >
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