1 Powtorzenie z algebry - pojecia
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Algebra macierzy: dodawanie, mremie, transponowanie
Wiasn&ci wyznacznika macierzy

Formy kwadratowe, definicja dodatniej o&lendsci
Definicjasladu - wtasnécisladu

Definicja macierzy idempotentnej

Dowdd,ze pierwiastki wiasne dla dowolnej macierzy idempoteniega réwne
0lub 1irzad tej macierzyr (M).

(*) Pojecie rzutu prostopadtego wektora w przesirgmjecie wektora ortogonal-
nego

(*) Interpretacje macierz¥? i M jako macierzy rzutéw
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Policzy¢ 2A, B’, A + B’, AB, |AB|. Wyjasnic dlaczego nie mmna policzg
AB'iA+B

Zadania

Mamy macierze
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. Mamy dwie macierz kwadratowe
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Pokaz&, ze macierzA jest macierza symetryczna. Pakae AB # BA. Udowod-
nij, ze macierzeA i AB sa osobliwe.

Rozwing (zal@my,ze A i B sa odwracalne)A + B) (C + D), (AB) "' B!,
(BA)"'B"', A(A+B) ', |AB|

Pokaza, ze dla dowolnego odwracalnedo (A~') = (A/)~!

Pokaza (z definicji),ze macierZX'X jest nieujemnie oki&ona



6. Pokaza (z definicji liniowej niezalendsci),ze macierX'X jest nieosobliwa jgli
kolumny macierzyX sa liniowo niezalene

7. (*) Udowodnt, ze X'X jest dodatnio okrélona to(X'X) ™" jest te dodatnio
okreslona (skorzystaj z dekompozycji spektralnej macierzy symetrycznej)
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8. (*) Mamy macierzA = | 1 —2 |, znajdz macierz idempotentnd, ortog-
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onalna do tej macierzy. Dla wektosa = | 2 |, znalez taki wektorv, ze
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x = Av + A x. Poka, ze kwadrat dtugsci wektorax jest rowny sumie dtu-
gosci wektorowAv i A | x. Udowodnij,ze nie istnieje taki wektoz dla ktérego
dtugost wektorax — Az bytaby mniejsza ra diugdt wektorax — Av

9. Udowodnij,ze dla macierzyA i B o odpowiednich wymiarachAB)' = B’A’

10. Udowodnij,ze dlasladu macierzy prawda jegietr (A + B) = tr (A) + tr (B),
tr (AB) = tr (BA)

11. Poka, ze dla idempotentnegP, M = I — P jest takze idempotentne oraze
MA =0

12. Poka, ze macierZ’ dla dowolnegoA takiego,ze A’A jest nieosobliwe
P=A(A'A)"A
jest idempotentna.

13. Udowodnij,ze macieraM = I-n 11’ jest macierza idempotentna rzedu- 1
orazI'M =0. 1 jestn wymiarowym wektorem jedynek. Policzyr (M).

2 Analiza matematyczna - pojecia

1. Pojecie pochodnej funkcji skalarnej i wektorowej liczonej wzgledem wektora
zmiennych

2. Pokaza, ze dla wektorow kolumnowychi 3 mamy %2 — ai %28 — o’

3. Pokaza,ze2A8 — A | 98A _ A
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n 50 B AB _
4. Pokaza, ze o5 =2Ap3



Jaki wart& powinien przyjmowa gradient ciagtej i rdniczkowalnej funkcji
f(B) w punkcie*, aby 3 mogto byt punktem, w ktérym funkcja przyjmuje
maksimum

. Jaka chrakterystyczna ceche ma macierz drugich pochodnych?

Jak mana rozpozn@ana podstawie wtas§eoi macierzy drugich pochodnyche
ekstremum funkcji wielu zmiennych jest maksiumum?

Analiza matematyczna - Zadania

Znalez gradient i Hessian dla funkcjj = 22% + 322 + 5x120 — 4. ZnaleZ
ekstremum tej funkcji i okr& jego typ.

. Znalez ekstremum funkcjiy = 2% + 423 + z129 — 1 i okreslic jego typ. Znalez

ekstremum tej samej funkcji przy warunku pobocznys— 2x; = 1 postugu-
jac sie funkcja Lagrange i wstawiajac ograniczenia béegnio do funkcji celu.
Porowna& wielkost funkcji celu w ekstremum w przypadku istnienia warunku
pobocznego i w przypadku braku tego warunku.

Znaleziono maksima* = maxg (z1,x2) i g™ = maxg (z1,0). Jak sie maja do
1,22 x]
siebieg* i g**?

. Znaleziono maksima z ograniczeniami (warunkami pobocznyim maxg (x)
x1,T2

s.t. H(x) = 0 i maksimum bez ogranichey™ = maxg (x). Jak sie maja do
XT1,T2
siebieg* i g**?

. Znaleziono maksimum z ograniczeniaghi = maxg (x) s.t. H(x) > 0, przy
x1,T2

czym okazato sigzei-ty wiersz macierzyH (x) w punkcie maksimum jest wigk-
szy od zeraH; (x*) > 0). Jaka jest warsee mnaznika Lagrangre’a dla-tego
ograniczenia w tym zadaniu?



