
1 Powtórzenie z algebry - pojęcia

1. Algebra macierzy: dodawanie, mnożenie, transponowanie

2. Własnósci wyznacznika macierzy

3. Formy kwadratowe, definicja dodatniej określonósci

4. Definicjaśladu - własnósci śladu

5. Definicja macierzy idempotentnej

6. Dowód,że pierwiastki własne dla dowolnej macierzy idempotentnejM są równe
0 lub 1 i rząd tej macierzytr (M).

7. (*) Pojęcie rzutu prostopadłego wektora w przestrzeń, pojęcie wektora ortogonal-
nego

8. (*) Interpretacje macierzyP i M jako macierzy rzutów

1.1 Zadania

1. Mamy macierze

A =

[
1 2 1
1 3 1

]
, B =




2 3
1 1
2 3




Policzýc 2A, B′, A + B′, AB, |AB|. Wyjaśníc dlaczego nie mȯzna policzýc
AB′ i A + B

2. Mamy dwie macierz kwadratowe

A =

[
1 2
2 4

]
, B =

[
1 2
4 1

]

Pokazác, że macierzA jest macierzą symetryczna. Pokaż, żeAB 6= BA. Udowod-
nij, że macierzeA i AB są osobliwe.

3. Rozwiną́c (załó̇zmy,żeA i B są odwracalne):(A + B) (C + D)′ , (AB)−1 B−1,
(BA)−1 B−1, A (A + B)−1, |AB|

4. Pokazác, że dla dowolnego odwracalnegoA, (A−1)
′
= (A′)−1

5. Pokazác (z definicji),że macierzX′X jest nieujemnie okréslona
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6. Pokazác (z definicji liniowej niezalėznósci),że macierzX′X jest nieosobliwa jésli
kolumny macierzyX są liniowo niezalėzne

7. (*) Udowodníc, że X′X jest dodatnio okréslona to(X′X)−1 jest tėz dodatnio
okréslona (skorzystaj z dekompozycji spektralnej macierzy symetrycznej)

8. (*) Mamy macierzA =




1 1
1 −2
1 1


 , znajdź macierz idempotentnąA⊥ ortog-

onalną do tej macierzy. Dla wektorax =




1
2
3


 , znaleź taki wektorv, że

x = Av + A⊥x. Pokȧz, że kwadrat długósci wektorax jest równy sumie dłu-
gósci wektorówAv i A⊥x. Udowodnij,że nie istnieje taki wektorz dla którego
długósć wektorax−Az byłaby mniejsza ni̇z długósć wektorax−Av

9. Udowodnij,że dla macierzyA i B o odpowiednich wymiarach(AB)′ = B′A′

10. Udowodnij,że dlaśladu macierzy prawdą jest,żetr (A + B) = tr (A) + tr (B) ,
tr (AB) = tr (BA)

11. Pokȧz, że dla idempotentnegoP, M = I−P jest tak̇ze idempotentne oraz,że
MA = 0

12. Pokȧz, że macierzP dla dowolnegoA takiego,żeA′A jest nieosobliwe

P = A (A′A)
−1

A′

jest idempotentna.

13. Udowodnij,że macierzM = I−n−1ll′ jest macierzą idempotentną rzędun − 1
orazl′M =0. l jestn wymiarowym wektorem jedynek. Policzyć tr (M).

2 Analiza matematyczna - pojęcia

1. Pojęcie pochodnej funkcji skalarnej i wektorowej liczonej względem wektora
zmiennych

2. Pokazác, że dla wektorów kolumnowycha i β mamy ∂a′β
∂β

= a i ∂a′β
∂β′ = a′

3. Pokazác, że ∂Aβ
∂β′ = A i ∂β′A

∂β
= A

4. Pokazác, że ∂β′Aβ
∂β′ = 2Aβ
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5. Jaki wartósć powinien przyjmowác gradient ciągłej i ró̇zniczkowalnej funkcji
f (β) w punkcieβ∗, abyβ∗ mogło býc punktem, w którym funkcja przyjmuje
maksimum

6. Jaką chrakterystyczną cechę ma macierz drugich pochodnych?

7. Jak mȯzna rozpoznác na podstawie własności macierzy drugich pochodnych,że
ekstremum funkcji wielu zmiennych jest maksiumum?

2.1 Analiza matematyczna - Zadania

1. Znaleź́c gradient i Hessian dla funkcjiy = 2x2
1 + 3x2

2 + 5x1x2 − 4. Znaleź́c
ekstremum tej funkcji i okrésl jego typ.

2. Znaleź́c ekstremum funkcjiy = x2
1 + 4x2

2 + x1x2 − 1 i określić jego typ. Znaleź́c
ekstremum tej samej funkcji przy warunku pobocznymx2 − 2x1 = 1 posługu-
jąc się funkcją Lagrange i wstawiając ograniczenia bezpośrednio do funkcji celu.
Porównác wielkósć funkcji celu w ekstremum w przypadku istnienia warunku
pobocznego i w przypadku braku tego warunku.

3. Znaleziono maksimag∗ = max
x1,x2

g (x1, x2) i g∗∗ = max
x1

g (x1, 0). Jak się mają do

siebieg∗ i g∗∗?

4. Znaleziono maksima z ograniczeniami (warunkami pobocznymi)g∗ = max
x1,x2

g (x)

s.t. H (x) = 0 i maksimum bez ograniczeń g∗∗ = max
x1,x2

g (x). Jak się mają do

siebieg∗ i g∗∗?

5. Znaleziono maksimum z ograniczeniamig∗ = max
x1,x2

g (x) s.t. H (x) > 0, przy

czym okazało się,̇zei-ty wiersz macierzyH (x) w punkcie maksimum jest więk-
szy od zera (Hi (x

∗) > 0). Jaka jest wartósć mnȯznika Lagrangre’a dlai-tego
ograniczenia w tym zadaniu?
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